
เร่ืองเลาจากครูฟสิกสแกๆ ตอน 3 
การหมุนและกลิ้งในระนาบ 
ผศ.ดร.ธีระพันธุ  สันติเทวกุล  15 ตุลาคม 2555 
 เมื่อประมาณสบิกวาปกอนในการอบรมครูฟสิกส  ผมถามครูที่มาอบรมวาหวัขอใดหรือเร่ือง
ใดที่รูสึกวาไมเขาใจที่สุด  มคีุณครูสองคนซึ่งทั้งคูเปนครูที่สอนมานานหลายปและเปนผูที่สนใจศึกษา
วิชาฟสิกสที่ตนสอน  หนึ่งในนั้นคืออาจารยนิพนธ  ปรุงเหล็ก  โรงเรียนสรุาษฎรพิทยา  ซ่ึงตอมาได
เปนอาจารยผูควบคุมทีมฟสิกส ศูนย สอวน. มหาวิทยาลยัวลัยลักษณ  ตอบผมวาเรื่องการหมุนและกลิ้ง
เปนเรื่องที่อานมาหลายรอบแลวกย็ังไมเขาใจ  ผมจึงตอบไปวาอานอยางไรก็ไมเขาใจหรอกครับ  
เพราะหนังสือที่ทานอานนั้นเขาเขียนเพื่อใหดูงาย  ผลที่ตามมาคือผูอานที่ชางคิดหนอยจะมีขอสงสัย
มากมายซึ่งไมสามารถตอบได  แมในหนังสือฟสิกสระดับป 1 มหาวิทยาลัยที่ไดรับความนิยมในบาน
เราเชน Serway  ,Young & Freedman  เขาก็เขียนเพื่อใหดูงาย  ถาเราไปอานวารสารทางการศึกษาก็จะ
เห็นวามีการวจิารณแนวการเขียนเรื่องการหมุนและการกลิ้งของหนังสือเหลานี้วาอาจทําใหเกิดความ
สับสน  ตัวอยางเชน “Angular Momentum and Angular Velocity” ของ Herman Erlichson , The 
Physics Teacher Vol.32.May 1994  วิจารณวาการเขียนวา ωv

v
IL =   นั้น  โดยปกติแลวไมเปนความ

จริง  แตองคประกอบของโมเมนตัมเชิงมุมในแนวทิศของความเร็วเชิงมุมเทากับ  ωI  จริงเสมอ    
ตอมาผมไดเขียนหนังสือกลศาสตร  ไดตั้งใจวาจะเขยีนเรื่องการหมุนและกลิ้ง(ในระนาบ) ให

ชัดเจน  แตไมตองการใหยากเกินไป  จึงไดใชวิธีดูๆเอาจากตําราฝรั่ง (เฉพาะที่เปนการหมุนและกลิ้งใน
ระนาบ) แลวเอามาผสมกัน  ซ่ึงมันมีกรณีหนึ่งที่ผมสงสัยคือเร่ืองการกลิ้งโดยไมไถลของทรงกระบอก
(หรือทรงกลม) วานอกจากแกนที่ผานจดุศนูยกลางมวลแลว  ทําไมจึงใชสมการ ατ I=  กับแกนที่
ผานจุดสัมผัสไดดวย  ผมก็เที่ยวไปคนหาดูเหตุผลของคนอื่น(ของฝรั่ง)  หลายคนเขาใหเหตุผลวาเปน
เพราะมันเปนแกนที่อยูนิ่ง(ช่ัวขณะ) จึงใชได  ผมคิดวานาจะเปนเหตุผลที่ถูกตองจึงไดอางเชนเดยีวกนั     

หลังจากหนังสือเสร็จเรียบรอยแลว  เมื่อเวลาผานไปอีกไดเจอหนังสือเลมหนึ่งคือ Analytical  
Mechanics ของ Fowles&Cassiday (ก็ฝร่ังอีกนั่นแหละ) เขาใหเหตุผลวาที่ใชแกนที่ผานจุดสัมผัสได
เพราะแกนนี้มคีวามเรงผานจดุศูนยกลางมวล  ผมถึงกับตลกตัวเองที่มองขามเรื่องงายๆคือ  จุดที่อยูนิ่ง
(ช่ัวขณะ) ไมไดหมายความวาความเรงของมันตองเปนศนูย 

ตอมาอีกหลายป   ในการแขงขันฟสิกสโอลิมปกระดับชาติที่เชียงใหม  ในหองประชมุขอสอบ
ก็มีการพิจารณากันวาจะใชแกนที่ผานจดุสัมผัสนี้ไดหรือไม  ซ่ึงในตอนแรกนัน้ผมไมไดแสดง
ความเหน็  แตสุดทายก็แสดงความเหน็ไปวาใชได  เพยีงแตบรรยากาศขณะนัน้คอนขางเครงเครียดจึง
ไมไดบอกไปวาผมนี่แหละที่ใหเหตุผลของการใชไดแบบผิดๆมาแลว 

มาในป 2555 นี้ ซ่ึงเปนปที่มศีูนยโรงเรียนขยายผล สอวน. แตในคาย 1 ของฟสิกสนั้นไมมีการ
สอนการหมุนและการกลิ้ง  ในที่ประชุมศนูย สอวน. ฟสิกส มหาวิทยาลัยศิลปากร  มีความเหน็กันวา
มันออกจะขาดๆหายๆ  จึงตกลงกันวาศนูยเราจะสอนการหมุนและการกลิ้ง  โดยใหผมเปนผูสอน  จึง
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ไดรําลึกถึงความหลังดังที่ไดเลามา  ในคราวนี้เนื่องจากนกัเรียนทีเ่ขาคายเปนนกัเรียนที่คัดมาแลว  จงึ
จะสอนแบบใหมีพื้นฐานเรื่องการหมุนติดตัวไป   ไมหลีกเลี่ยงความยาก  เพราะการหลีกเลี่ยงทําใหเกิด
ปญหาตามมามากมายสําหรับผูที่ชางสงสัย   โดยการหาทีม่าของสมการ ατ I=   ผมใชวิธีมาตรฐานที่
ใชหาสมการการเคลื่อนที่ของออยเลอร เพยีงแตจํากัดใหทิศของความเร็วเชิงมุมคงที่  และไมใช 
principal axes  ซ่ึงวิธีนี้แมดูจะอืดอาดยืดยาด  แตมันนาจะเปนวิธีที่รัดกมุ  ไดแนวความคิด(concept) 
และ สามารถตอบคําถามที่คนมักสงสัยไดหลายอยาง โดยผมพยายามเขียนใหอานไดงาย   พอเขยีนแลว
ก็เลยคิดวาเอามาลงในเว็บไซตของภาควิชาก็นาจะเปนประโยชนโดยเฉพาะอยางยิ่งสําหรับศูนย
โรงเรียนขยายผล สอวน. ใครรูจักศนูยใดกช็วยบอกใหครูศูนยนั้นมาอานหนอยครับ  หรือจะพิมพแจก
กันตอๆไปก็ได  ตอไปทานอาจเปลี่ยนใจนําเอาเนื้อหาการหมุนและการกลิ้งในระนาบลงในหลักสตูร
ของคาย 1  โดยสวนตวัผมนัน้ผมเชื่อวามีครูที่มีศักภาพมากมายหลายคน  เพียงแตทานอาจจะไมคอย
มั่นใจ  หรือไมอยากจะเสียเวลาคิดโจทยเพิม่เติม  แตถาจําเปนตองทําแลวผมเชื่อวาทานทําได    

อีกเรื่องหนึ่งทีผ่มรูสึกวาศูนยโรงเรียนขยายผลอาจมคีวามรูสึกไมมั่นใจคือแคลคูลัส  ซ่ึงผมเคย
แสดงความคิดเห็นไวนานแลววาสําหรับแคลคูลัสที่เราใชงานในวิชาฟสิกสนั้นไมไดยากเลย  จึงตั้งใจ
วาจะเขียนแคลคูลัสฉบับยอส้ันๆใหตรงประเด็นทีใ่ช  รวมทั้งบางแงมมุของเวกเตอรที่เราใชในฟสิกส
ในเว็บไซตนี้ (เขียนบอกไวเพื่อเปนการบังคับตนเองใหเขียน) 
 
 รูปบางรูปเขียนจุดลงในรูปไมได  และตวัเลขในการคํานวณอาจมีความผิดพลาดก็ขออภัยดวย
นะครับ 
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 เอกสารฉบับนี้จัดเตรียมเพื่อนักเรียนคาย สอวน.ฟสิกสศลิปากร  โดยยดึแนววา 
 1) นักเรยีนในคายนี้ผานการคัดตัวมาแลวจงึเปนผูมีศักยภาพดี  จึงนาจะเปนผูที่ชางคิดชาง
สงสัย  และอาจมีนักเรยีนในคายนี้ที่จะศึกษาตอสาขาฟสิกสในระดับปรญิญาตรี  ซ่ึงจะตองเรียนการ
หมุนใน 3 มิตซ่ึิงอาจนับไดวาเปนเรื่องที่มคีวามยุงยากซบัซอนที่สุดของวิชากลศาสตร   แมการหมนุ
แบบที่นักเรยีนจะไดเรียนในคายนี้(และในโรงเรียน)เปนการหมุนแบบงายที่สุดที่เรียกวาการหมนุและ
การกลิ้งในระนาบ  แตกย็ังคงเปนเรื่องคอนขางซับซอน  ตําราโดยทั่วไปจึงพยายามเขยีนใหงาย  แต
กลับทําใหผูเรียนที่ชางสงสัยมีขอขัดแยงหลายอยาง  เอกสารฉบับนี้ตองการใหแนวความคิดพื้นฐาน    
จึงตองใชแคลคูลัสและเวกเตอรตามที่จําเปน   ซ่ึงนักเรยีนจะพบวาจรงิๆแลวคณิตศาสตรเหลานี้เฉพาะ
ในสวนทีเ่รานาํมาใชกับกลศาสตรนั้น  ไมไดมีความยุงยากเกินความสามารถของนักเรียนเลย 
 2) เนื่องจากเวลาสอนมีเวลาจํากัด  การสอนจะสอนแบบสรุปประเด็นที่สําคัญ  การพิสูจนสวน
ใหญจะเขียนไวในภาคผนวกใหนกัเรียนอานเอง      

การหมุนและการกลิ้งในระนาบ 
 อาจกลาวไดวาการหมุนและการกลิ้งเปนการเคลื่อนที่เชงิมุม  (การกลิ้งคือการหมุนบวกกับการ
เล่ือนที่) ปริมาณที่เกีย่วของกบัการเคลื่อนที่เชิงมุมบางปริมาณนิยามเทียบกับจุด  บางปริมาณนิยาม
เทียบกับแกน  จุดหรือแกนทีใ่ชอางอิงนี้เรียกวา “จุดหมุน”  หรือ  “แกนหมุน”   ขอแตกตางที่เหน็ไดชัด
อยางหนึ่งระหวางการเคลื่อนที่เชิงมุมและการเคลื่อนที่เชิงเสน (การเลื่อนที่) คือ  ปริมาณที่เกีย่วของกับ
การเคลื่อนที่เชิงมุมมักขึ้นกบัจุดหมนุหรือแกนหมุน  เมือ่จุดหมุนหรือแกนหมุนเปลีย่นไป  ปริมาณ
เหลานี้มักจะเปลี่ยนไปดวย  ดังนั้น  จึงมีความยุงยากมากกวาการเคลื่อนที่เชิงเสน  ในเอกสารนี้จะกลาว
เฉพาะการหมนุและการกลิ้งในระนาบซึ่งเปนการหมุนทีจุ่ดใดๆในวตัถุเคลื่อนที่ในระนาบอันหนึ่ง  
หรือก็คือการหมุนและกลิ้งแบบไมมีการเลี้ยว  ทิศของความเร็วเชิงมุมอยูในแนวเดิมตลอดซึ่งเปนการ
หมุนแบบงาย  การหมุนแบบยากคือการหมนุใน 3 มิตนิั้น นักเรียนจะไดเรียนในระดับมหาวิทยาลัย 
 เราจะกลาวถึงปริมาณที่ใชบรรยายการหมนุและการกลิ้งกันกอน 
1)ความเร็วเชิงมุม   

ความเร็วเชิงมมุเปนปริมาณที่อางอิงเทียบกับแกน  เมื่อเรากลาววาวัตถุหมุนดวยความเร็ว
เชิงมุม  ωv  รอบแกนหนึ่ง หมายความวาทกุๆสวนของวัตถุนีห้มุนรอบแกนดังกลาวดวยความเร็วเชิงมุม
เดียวกัน  หนวยของความเร็วเชิงมุมเปนเรเดียน/วินาที  ทศิของความเร็วเชิงมุมเราตกลงกันวาใหเปนไป
ตามกฎมือขวา  คือเมื่อวัตถุหมุนใหใชมือขวากําใหนิว้ทั้ง 4 คือนิ้วช้ี กลาง นาง กอย ไปตามทิศของการ
หมุน ทิศที่หวัแมมือช้ีใหเปนทิศของความเร็วเชิงมุม    ตัวอยางเชนนาฬิกาทีแ่ขวนติดผนัง ความเร็ว
เชิงมุมของเข็มวินาทีเทากับ 30/π  เรเดียน/วินาที  ทิศพุงเขาไปในผนัง   
 นอกจากจะมทีั้งขนาดและทิศ(จากการกําหนด) ทําใหเราแทนความเร็วเชิงมุมไดดวยลูกศรแลว  
เรายังพิสูจนไดวาลูกศรของความเร็วเชิงมมุนี้ประพฤติตวัตามกฎการบวกแบบสี่เหล่ียมดานขนาน  โดย
ถาวัตถุช้ินหนึง่มีการหมุนรอบแกน 2 แกนพรอมๆกัน (โดยแกนทั้งสองตองตัดกัน) การหมุนรอบ 2 
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แกนนี้เทียบเทากับการหมุนรอบแกนๆเดยีว ซ่ึงหาไดจากกฎการบวกแบบสี่เหล่ียมดานขนาน#   ดังนั้น
ความเร็วเชิงมมุจึงเปนเวกเตอร  เราสามารถใชพีชคณิตและแคลคูลัสของเวกเตอรกับความเร็วเชิงมมุได 
 มีประเด็นสําคญัอันหนึ่งที่นกัเรียนควรเขาใจคือ  ในกรณขีองวัตถุแข็งเกร็งนั้น  ถาวัตถุแข็ง
เกร็งหมุนรอบแกนๆหนึ่ง  สมมติเปนแกน AB  ดวยความเรว็เชิงมุม ωv   เราอาจมองไดวาวัตถุนี้
หมุนรอบแกนอื่นๆนับไมถวนแกนซึ่งติดไปกับวัตถแุละขนานกับแกน AB  โดยวัตถุหมนุรอบแกน
เหลานี้ดวยความเร็วเชิงมุม ωv  เดียวกัน คือเทากันทั้งขนาดและทิศ 
 นักเรียนอาจเขาใจความจริงอันนี้ไดถาพจิารณามาหมุนในงานวัดซึ่งเปนจานหมนุขนาดใหญมี
ตัวสัตวชนดิตางๆติดอยูบนจานใหเด็กนั่ง  สมมติวาจานหมุนทวนเข็มนาฬิกาและ สมมติวาเรานั่งบน
ยีราฟ  แลวสังเกตดูคนที่นั่งบนสิงโตหรือมาลายหรืออ่ืนๆ   เมื่อมาหมุนๆได 1 รอบ เราจะพบวาคน
อ่ืนๆหมุนรอบตัวเราได 1 รอบ ในทิศทวนเข็ม ในทํานองเดียวกันคนที่อยูบนสิงโตก็บอกวาคนอื่น
หมุนรอบตัวเขาในทิศทวนเข็มได 1 รอบเชนกัน   
2. โมเมนตัมเชิงมุม 

โมเมนตัมเชิงมุมเปนปริมาณที่อางอิงเทียบกับจุด เรานยิาม(ตกลงกัน)วา ถาอนุภาค 
เคลื่อนที่โดยมโีมเมนตัมเชิงเสน P

v
 (โดย )vmP vv

=    โมเมนตัมเชิงมมุ L
v

 ของอนุภาค 
เทียบกับ (รอบ) จุดใด  จุดหนึ่ง (เรียกวา จดุหมุน)  นิยามดวยผลคูณเชิงเวกเตอรระหวาง rv   และ P

v
   

คือ ##    
     L

v
 =   Pr

vv ×     (1)* 
 เมื่อ  rv  คือเวกเตอรตําแหนงชี้จากจุดหมุนไปยังอนุภาค 
 สําหรับโมเมนตัมของระบบอนุภาคและวัตถุแข็งเกร็ง  นยิามดวยผลรวมของโมเมนตัมเชิงมุม
ของสมาชิกทั้งหมด 

ไมวาจะเปนการหมุนและกลิ้งในระนาบ  หรือการหมุนใน 3 มิติ  นยิามเริ่มตนของโมเมนตัม
เชิงมุมเปนดังสมการ 1   
 พึงระลึกวาเมือ่เปลี่ยนจุดอางอิง (จุดหมนุ) โมเมนตัมเชิงมุมจะเปลี่ยนไป โดยอาจเปลีย่นทั้ง
ขนาดและทิศทาง 
3.โมเมนตความเฉื่อย  
 โมเมนตความเฉื่อยเปนปริมาณที่อางอิงเทียบกับแกน  

  
------------------------------------------------------------- 
 #ในที่นี้ไมขอกลาวถึงรายละเอียดในการพิสูจน   
##โมเมนตัมเชิงมุมเปนปริมาณเวกเตอร  เพราะเปนปริมาณที่นิยามจากผลคูณเชิงเวกเตอร(cross 
product) ของเวกเตอรสองอนั  เราพิสูจนไดโดยงายดวยการเขียนใหอยูในองคประกอบของพิกัดฉาก  
เพื่อแสดงวามนัประพฤติตัวตามกฎการบวกแบบสี่เหล่ียมดานขนาน 
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โมเมนตความเฉื่อยรอบแกนใดแกนหนึ่งของอนุภาคตัวหนึ่ง  นยิามดวยมวลคูณดวยระยะทาง
ตั้งฉากจากมวลไปยังแกนนัน้ยกกําลังสอง  คือ 
  Iอนุภาค =   2

⊥rm      (2)* 
 เมื่อ ⊥r เปนระยะทางตั้งฉากจากมวล m  ไปยังแกน 
 สําหรับโมเมนตความเฉื่อยของระบบอนุภาคและวัตถุแขง็เกร็ง  นิยามดวยผลรวมของโมเมนต
ความเฉื่อยของสมาชิกทั้งหมด  ตางกันเพยีงแตคณิตศาสตรที่ใชในการรวม   
 ในกรณีระบบอนุภาค โมเมนตความเฉื่อยรอบแกนใดแกนหนึ่งของระบบอนุภาค  ถาให  I  
แทนโมเมนตความเฉื่อยของระบบอนุภาค  จะได 

   I      =   ∑ ⊥
2

ii rm    (3)   

  เมื่อ  ⊥ir    คือ ระยะตั้งฉากจากมวลตัวที ่ i  ไปยังแกน 
ในกรณีของวตัถุแข็งเกร็ง(วตัถุที่ถูกแรงกระทําแลวรูปรางไมเปลี่ยน) ซ่ึงเปนสิ่งที่เราสนใจมาก

ที่สุดในเรื่องการหมุนนั้น  เราพิจารณาไดวาวัตถุแข็งเกร็งคือระบบอนุภาคที่อนุภาคแตละตัวอยูชิด
ติดกัน  กลาวคอืวัตถุแข็งเกรง็ประกอบดวยช้ินเล็ก ๆ อัดกนัแนนจนถือไดเปนเนื้อเดียวกัน  ถา md  คือ
มวลของชิ้นเล็ก ๆ นี้   และ ⊥r    คือระยะตั้งฉากจากมวล md  ไปยังแกนที่เราสนใจ  โมเมนตความ
เฉื่อย  dI  ของมวล  md   มีคา 
   dI     =   mdr 2

⊥     (4) 
 โมเมนตความเฉื่อยของวัตถุทั้งกอน  I  หาไดจากการรวมโมเมนตความเฉื่อยของมวลชิ้นเล็ก 
ๆ เหลานี้ตลอดทั่วทั้งกอนของวัตถุ  เนื่องจากมวลเล็กๆเหลานี้อยูชิดตดิกัน การรวมจึงเปนการรวมดวย
การอินทิเกรต (ถามวลเล็กๆอยูหางกนัเรารวมดวยการบวก  ดังสมการที ่3 ) คือ 
    I    =   ∫ ⊥ mdr 2    (5)* 

ขอแนะนํา นักเรียนจําเพียงนยิามของโมเมนตความเฉื่อยในสมการ 1 กเ็พียงพอแลว  สมการ 5 ที่เราใช
กันมากนั้นมันจะออกมาเองเมื่อเราใชแคลคูลัสเขาไปชวย 
ตัวอยางที่  1 แทงโลหะสม่าํเสมอยาว L เมตร มวล m  กิโลกรัม จงคํานวณโมเมนตความเฉื่อยของ
แทงโลหะนี้รอบแกนที่ตั้งฉากกับแทงโลหะและผาน 
 ก) จุดศูนยกลางมวล   ข) ปลายดานใดดานหนึ่ง 
วิธีทํา  
ก) ใหแทงโลหะวางตัวตามแนวแกน x   และจุดกําเนดิอยูที่ตําแหนงกึ่งกลางของแทงโลหะ 
ดังรูป 1 ก 

 
 
 

L/2  o

แกน

 xd  - L/2 x

รูป 1 ก
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 เนื่องจากเปนแทงโลหะสม่ําเสมอดังนั้นความหนาแนนเชงิเสน  
L
m

l =ρ    กิโลกรัม/เมตร   

และเนื่องจากแทงโลหะอยูในแนวแกน x  ดังนั้นสวนยอยใดๆของแทงนี้จึงยาว xd  เมตร 
 พิจารณาชิ้นเล็ก ๆ ของแทงโลหะ ซ่ึงยาว xd  เมตร และอยูทีต่ําแหนง x  ใด ๆ ดังในรูป 1ก  

มวลของชิ้นเล็ก ๆ นี้   md  =  xd
L
m       กิโลกรัม 

โมเมนตความเฉื่อยของชิ้นเล็ก ๆ นี้# mdxId 2=   =  xd
L
mx 2    กิโลกรัม-เมตร2 

ดังนั้น โมเมนตความเฉื่อยของแทงโลหะทั้งแทง I  หาไดจากการรวม(ดวยการอินทิเกรต)โมเมนต

ความเฉื่อยของชิ้นเล็กๆทั้งหมด  ตั้งแต 
2
Lx −=   ถึง 

2
Lx =   คือ    

  ∫
−

=
2/

2/

2
L

L

dxx
L
mI     

 ทั้ง m และ L เปนคาคงที่  ดึงออกนอกเครื่องหมายอินทิเกรต  จะได 

  [ ] 2/
2/

3
2/

2/

32/

2/

2

33
L

L

L

L

L

L

x
L

mx
L
mdxx

L
mI −

−−

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
== ∫  

  2
33

12
1

223
LmLL

L
m

=
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=  กิโลกรัม-เมตร2 

        
ข) ใหแทงโลหะวางตัวตามแนวแกน x โดยจุดกําเนดิอยูที่ปลายแทงโลหะดานซาย ดงัรูป 1ข 
       
 
 
 
 
 
 
การพิจารณาในชวงแรกจะเหมือนกับในขอ ก) ซ่ึงจะไดโมเมนตความเฉื่อยของชิ้นเล็กๆ 

mdxId 2=   =  xd
L
mx 2    กิโลกรัม-เมตร2 

 
---------------------------------------------------------- 
# ผูที่ไมคุนเคยกับการอินทิเกรตควรพิจารณาใหเห็นวาแมในรูป 1 ก สวนยอยอยูในตําแหนงที่ x  เปน

บวก แตไมวาสวนยอยจะอยูที่ใดของแทงโลหะ โมเมนตความเฉื่อยของสวนยอยเทากับ xd
L
mx 2   

ทั้งนั้น   

     o    L  x  

แกนหมุน

 dx  

1ข
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 โมเมนตความเฉื่อยของแทงโลหะทั้งแทง I  หาไดจากการรวม(ดวยการอินทิเกรต)โมเมนต
ความเฉื่อยของชิ้นเล็กๆทั้งหมด  ตั้งแต 0=x   ถึง Lx =   คือ   

 ∫=
L

dxx
L
mI

0

2     

  [ ]L
LL

x
L

mx
L
mdxx

L
m

0
3

0

3

0

2

33
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
== ∫  

  ( ) ( ){ } 233

3
10

3
LmL

L
m

=−=   กิโลกรัม-เมตร2 

 
ตัวอยางที่ 2  จานกลม (หรือทรงกระบอก) สม่ําเสมอรัศมี  R   เมตร มวล m  กิโลกรัม   จงคํานวณ
โมเมนตความเฉื่อยของจานนีร้อบแกนซึ่งตัง้ฉากกับจาน  และผานจุดศนูยกลางมวล O 
วิธีทํา ใหแกนหมุนตัง้ฉากกับระนาบของกระดาษและผานจุด O      เมื่อมองดูตามหนาตัดของจาน 
จะเห็นดังในรปู 2  ถึงแมจานจะมีความหนา (คือเปนทรงกระบอก) แตการคํานวณจะเปนเชนจานบาง 

เรามองวาจานประกอบดวยวงแหวนรัศมี r  เมตร ซ่ึงมีเสนรอบวง rπ2 เมตร กวาง dr เมตร 
เรียงกันโดยไมมีชองโหวและไมเกยซอนกัน ตั้งแต 0=r  เมตร ถึง Rr = เมตร  ตัวอยางของวงแหวน
วงหนึ่ง แสดงดังรูป 2   
 

 
  
 พื้นที่ของวงแหวนนี้มีขนาด drrπ2=  ตารางเมตร     

ความหนาแนนเชิงผิวของจาน 2R
m

A π
ρ =  กิโลกรัม/ตารางเมตร 

 ดังนั้น มวลของวงแหวน rdr
R
mmd 2

2
=   กิโลกรัม 

r

กวาง rd  

R

รูป 2 

 
พื้นที่วงแหวน

o

เสนรอบวงยาว rπ2
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 เนื่องจาก rd มีคานอยมากจนถอืไดวาทกุตําแหนงบนวงแหวนนี้อยูหางจากจุด o  
เปนระยะทาง r  เมตร  ดังนั้น โมเมนตความเฉื่อยของวงแหวน dI จึงเปน 

 rdr
R
mmdrdI 3
2

2 2
==    กิโลกรัม-เมตร2 

 โมเมนตความเฉื่อยของจานหาไดจากการรวมโมเมนตความเฉื่อยของวงแหวนเล็ก ๆ เหลานี้
ตั้งแต  0=r  ถึง R  เมตร  คือ 

   I    =    ∫ =
R

rdr
R
m

0

3
2

2
RR r

R
mrdr

R
m

0

4

2
0

3
2 4

22
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=∫     

   [ ] ( ) 24
20

4
2 2

10
24

2 RmR
R
mr

R
m R

=−==     กิโลกรัม-เมตร2 

   
ตัวอยางที่ 3  ทรงกลมตันมวล m  กิโลกรัม รัศมี R เมตร จงคํานวณโมเมนตความเฉื่อยรอบแกนที่
ผานจุดศูนยกลางมวล   ดังรูป 3 
วิธีทํา  

ใหแกนหมุนคอืแกน  x  ในรูป 3  และจุดกําเนิดอยูทีจุ่ดศูนยกลางมวลของทรงกลม   
พิจารณาวา  ทรงกลมประกอบดวยจานเล็ก ๆ ที่ตั้งฉากกับแกนหมุน  จานหนา xd  เมตรและรัศมีของ
จาน  r   =  2/122 )( xR −  เมตร  
เพราะวา  ปริมาตรของจานเล็ก ๆ# =  พื้นที่จาน  ×   ความหนาของจาน 
     =  xdr 2π  = xdxR )( 22 −π  เมตร 3 
      

 
 
 
 

      
  
 
 
---------------------------------------- 
#นักเรียนอาจสงสัยวาขอบจานไมไดเปนมมุฉาก ดังนั้นการหาปริมาตรจากพื้นที่คณูความหนาของจาน
นาจะผิด  แตพงึระลึกวาเนื่องจาก xd นั้นบางเฉยีบ เราจึงบรรยายปริมาตรของจานวาเทากบัพื้นที่คูณ
ความหนา   
 

แกนหมุน

   x 
r

R 

รูป 3 
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และเพราะวา       มวลของจาน =  ความหนาแนนเชิงปริมาตร ×  ปริมาตรของจาน 

โดยความหนาแนนเชิงปริมาตรของทรงกลม 
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

=
3

3
4 R

m
v

π
ρ   กิโลกรัม/เมตร 3 

ดังนั้น มวลของจาน xdxR
R
mmd )(

4
3 22

3 −⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= π

π
=  xdxR

R
m )(

4
3 22

3 −⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛   กิโลกรัม 

       
เทียบกับตวัอยางที่  2  จะไดวา  จานเล็ก ๆ นี้  มีโมเมนตความเฉื่อย 

 mdrdI 2

2
1

=  

xdxR
R
mxdxR

R
mxR )(

8
3)(

4
3)(

2
1 22

3
22

3
22 −=

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

−−=   กิโลกรัม-เมตร2       (ก) 

 พิจารณาดจูะเห็นวาทรงกลมซีกบนและซกีลางสมมาตรกัน  คือมีโมเมนตความเฉื่อยเทากัน  
เราจะหาเฉพาะของซีกบน  ซ่ึงเมื่อคูณดวย 2 ก็จะไดโมเมนตความเฉื่อยของทรงกลมทั้งลูก 

โมเมนตความเฉื่อยครึ่งซีกบนของทรงกลม   Iบน  หาไดจากการรวมโมเมนตความเฉื่อยใน
สมการ (ก)  ตั้งแต  0=x    ถึง R  เมตร คือ 

Iบน =  ∫ −
R

xdxR
R
m

0

22
3 )(

8
3  = ∫ +−

R

xdxxRR
R
m

0

4224
3 )2(

8
3  

 = [ ]
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

RR
R xxRxR

R
m

0

5

0

3
2

0
4

3 53
2

8
3  

 = 2

5
1 Rm   กิโลกรัม-เมตร2 

ดังนั้น  โมเมนตความเฉื่อยของทรงกลมทั้งลูก I    
I     =  2

5
2 Rm     กิโลกรัม-เมตร2   

 
ทฤษฎีแกนขนาน (parallel-axis theorem) 
วัตถุแข็งเกร็งรูปรางอะไรก็ได  มวล m  มีโมเมนตความเฉื่อยรอบแกนที่ผานจุดศูนยกลางมวลเปน ICM  
จะไดวา  โมเมนตความเฉื่อย I  ของวัตถุนี้รอบแกนใด ๆ  ซ่ึงขนานกับแกนที่ผานจดุศนูยกลางมวลและ
อยูหางกนัเปนระยะ  h   มีคาเปน 
  I   =   2hmI MC +      (6)* 
(ดูการพิสูจนในภาคผนวก ก) 
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ทฤษฎีแกนตัง้ฉาก (perpendicular axis theorem) 
วัตถุแข็งเกร็งซึ่งมีรูปรางแบนราบในระนาบ  สําหรับพิกดัฉากชุดใดๆซึ่งจุดกําเนดิอยูในระนาบของ
วัตถุ  โมเมนตความเฉื่อยรอบแกนที่ตั้งฉากกับระนาบ  จะเทากับผลบวกของโมเมนตความเฉื่อยรอบ
แกนทั้งสองที่เหลือที่อยูในระนาบของวัตถุ 
(ดูการพิสูจนในภาคผนวก ก) 
ตัวอยางที่ 4 กาํหนดใหโมเมนตความเฉื่อยของแทงโลหะรอบแกนที่ตั้งฉากกับศูนยกลางมวลของแทง

โลหะยาว L มวล m  เทากับ 2

12
1 mL  จงใชทฤษฎีแกนขนานคํานวณโมเมนตความเฉื่อยรอบแกนซึ่ง

ตั้งฉากกับแทงโลหะและผานปลายดานใดดานหนึ่ง  ดังรูป 4 
 

 
วิธีทํา เนื่องจากแกนหมุนที่ผานจุดศูนยกลางมวล  และแกนหมุนที่ผานปลายแทงโลหะ  ขนานกันและ
อยูหางกนัเปนระยะ   2/L    จากทฤษฎีแกนขนาน  จะไดวา 

2

2
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+=

LmII MC  

     =  222

3
1

4
1

12
1 mLmLmL =+  

เทากับการคํานวณโดยตรงในตัวอยางที่ 1ข      
 
4 ทอรก  

ถาอนุภาคถูกแรง F
v

 กระทํา  เรานิยามทอรก τv  ที่กระทําตออนุภาคเทยีบกับ (รอบ) 
จุดอางอิง (จุดหมุน) จุดหนึ่ง  ดวยผลคูณเชงิเวกเตอรของเวกเตอรตําแหนงกับแรง  คือ 
 τv    =   Fr

vv ×       (7)* 
เมื่อ  rv   คือเวกเตอรตําแหนง  ซ่ึงชี้จากจุดหมนุไปยังอนภุาค 

จากนยิามจะเห็นไดอยางชัดเจนวา  ทอรกเปนปริมาณที่ขึน้กับจุดหมุน เชนเดียวกับ 
โมเมนตัมเชิงมุม 

2/L  

แกนหมุนที่ผานปลาย

แกนหมุนที่ผาน CM

รูป 4 
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ในกรณีของระบบอนุภาค   เรานิยามทอรกของแรงภายนอกระบบรอบจุดหมนุจุด 
หนึ่งดวยผลรวมของทอรกที่กระทําตออนภุาคแตละตวัรอบจุดหมุนจุดนั้น  คือ 
 τv    =   ∑ × iexti Fr

vv      (8) 
 เมื่อ   ir

v       คือ เวกเตอรตาํแหนงซึ่งชี้จากจุดหมุนไปยงัอนุภาคตัวที่ i  

iextF
v

 คือ แรงภายนอกระบบที่กระทําตออนุภาคตัวที่ i  
5 ความสัมพันธเบื้องตนระหวางทอรกกับโมเมนตัมเชิงมมุ 
 จากภาคผนวก ข  เราไดวา   

   τv      =    
td
Ld
v

                (9)* 

 คือ ทอรกของแรงภายนอกระบบ  เทากับ อัตราการเปลี่ยนแปลงของโมเมนตัมเชิงมมุของ
ระบบ(สังเกตโดยผูสังเกตบนกรอบอางอิงเฉื่อย) โดยทั้งทอรกและโมเมนตัมเชิงมุมตองคิดรอบจุด
เดียวกัน ในทางปฏิบัติเรามักเลือกจุดซึ่ง 

1) เปนจุดตรึง (อยูนิ่งและไมมีความเรง)   
2) หรือถามีความเรงก็ตองเปนจดุศูนยกลางมวลของระบบ   
3) หรือถาไมใชจดุศูนย กลางมวลของระบบก็ตองมีความเรงพุงเขาหรือพุงออกผานศนูยกลาง

มวล   
จุดทั้งสามแบบนี้ทําใหสมการ (9) เปนจริง 
สมการ (9) พรอมเงื่อนไขทั้งสาม  ใชไดไมวาจะเปนการหมุนและกลิ้งในระนาบ หรือการหมุนใน

สามมิติ และเปนสมการพื้นฐานในการหาสมการที่จะบรรยายการหมุน ไมวาจะเปนการหมุนและกลิ้ง
ในระนาบ  หรือหมุนใน 3 มติิ 
พึงระลึก  จุดที่อยูนิ่งอาจมีความเรงก็ได  ตวัอยางเชนมวลติดสปริงและกําลังสั่นแบบฮารมอนิกอยาง
งายนั้น  ตําแหนงที่มวลอยูนิง่(ช่ัวขณะ) เปนตําแหนงที่มคีวามเรงมากทีสุ่ด 
 หรือในกรณีทีท่รงกระบอก(หรือทรงกลม)  กล้ิงโดยไมไถลบนพื้นราบหรือพื้นเอยีง  ตําแหนง
บนทรงกระบอก ที่แตะกับพื้นนั้นอยูนิ่ง(ช่ัวขณะ) แตมคีวามเรงในแนวเขาสูจุดศนูยกลางของ
ทรงกระบอก 
 ในเอกสารนี้จะใชคําวาจุดตรึง เพื่อบอกวาเปนจุดที่อยูนิ่งและไมมีความเรง 
6 ความเร็วของตําแหนงตางๆบนวัตถุแขง็เกร็งท่ีกําลังหมนุ  สังเกตโดยผูท่ีติดไปกับวตัถุ 
 เมื่อวัตถุแข็งเกร็งกําลังหมุนดวยความเร็วเชงิมุม ωv   ความเรว็ของจุดใดๆบนวัตถุ  สังเกต(วัด)
โดยผูสังเกตทีต่ิดไปกับวัตถุ  หาไดจาก 
  rv vvv ×= ω        (10)* 
 เมื่อ rv เปนเวกเตอรตําแหนงทีช้ี่จากผูสังเกตไปยังจดุนั้น 
 เพื่อเปนตวัอยางสําหรับผูที่ไมคุนเคยกับสมการ (10) สมมติมีแผนพลาสติกเบากําลังหมุนรอบ
แกนตรึง AB ดวยความเรว็เชิงมุม ωv  (กํามือขวาใหนิ้วทั้งสีไ่ปตามการหมนุ หัวแมมือจะชี้ไปทางซาย
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มือดังในรูป 5 ก)  แผนนี้มีมวล 1m  และ 2m  ติดอยู  ณ เวลาหนึ่งแผนนี้อยูในระนาบของกระดาษ  โดย
มวล  1m  กําลังพุงเขาไปในกระดาษ ดวยความเร็ว ω1h  และมวล 2m  กําลังพุงออกจากกระดาษดวย
ความเร็ว ω2h   (สังเกตโดยเราที่อยูนิ่ง) โดย 1h  และ 2h เปนระยะทางตั้งฉากจากแกน AB  ของมวล 

1m  และ 2m  
 ใหจดุ O เปนจดุอางอิงที่ผูสังเกตอยูดงัในรปู 5กโดยมีระยะทางตั้งฉากจากแกน AB เทากับ 0h  
เราจะเห็น O มีความเร็ว ω0h   ทิศพุงออก 
 

 
 ผูสังเกตที่ O จะเหน็ 1m  พุงเขาในกระดาษดวยความเร็ว ω)( 10 hh +  ซ่ึงเทากับ 1r

vv ×ω  
นั่นเองเพราะ  1r

vv ×ω  มีทิศพุงเขา  สวนขนาดเทากบั   11 sinθω rvv =  )( 10 hh +ω  ดังในรปู 5ข 

 
 ทํานองเดียวกนัผูสังเกตที่ O จะเห็น 2m  พุงออกจากกระดาษดวยความเรว็ ω)( 02 hh −  
ซ่ึงเทากับ 2r

vv ×ω  
 ผลที่ไดจะสอดคลองกับหัวขอที่ 1 เร่ืองความเร็วเชิงมุม  คือผูสังเกตที่ O  จะเหน็ 1m  และ 2m  
หมุนรอบตัวเขาดวยความเรว็เชิงมุม ωv  เดียวกับที่หมุนรอบแกน AB  
 นักเรียนลองไตรตรองดูจะพบวา  ไมวารูปรางของวัตถุแข็งเกร็งจะเปนเชนใด  และไม
จําเปนตองหมนุรอบแกนตรงึ  ผูสังเกตที่ติดไปกับวัตถุจะเหน็ความเรว็ของจุดใดๆบนวัตถุเปนดัง
สมการ (10) เสมอ  
 

ωv  

B A 

2h
0h

1h
1m•

2m•  

o⋅

1r
v

2r
v  

รูป 5 ก 

ωv

1r
v

1θ
1110 sinθrhh v=+

รูป 5ข 
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7 โมเมนตัมเชงิมุมของวตัถแุข็งเกร็งซึ่งหมุนและกลิ้งในระนาบ สังเกตโดยผูสงัเกตทีต่ิดไปกับวตัถุ 
 ในหวัขอที่ 2 ไดกลาวแลววา  เรานิยามโมเมนตัมเชิงมุมของอนุภาครอบจดุๆหนึ่งดวย 

PrL
vvv

×=   ถาเปนโมเมนตัมเชิงมุมของระบบอนุภาคหรือวัตถุแขง็เกร็ง  เรานิยามดวยผลรวมของ
โมเมนตัมเชิงมุมของสมาชิกทั้งหมดรอบจุดๆนี ้
 พิจารณาการหมุนของแผนพลาสติกในรูป 5ก  ถาเราใชจดุอางอิงที่ตรึง(ไมติดไปกับวตัถุ) เมื่อ
วัตถุหมุน  เวกเตอรตําแหนงของมวลแตละตัวก็เปลีย่นไปเรื่อย  ดังนัน้จงึคํานวณหาโมเมนตัมเชิงมมุได
ยาก  แตถาเราอางอิงเทียบกบัจุดที่ติดไปกบัวัตถุ  เมื่อวัตถุหมุน  เวกเตอรตําแหนงของมวลแตละตวัจะ
ไมเปลี่ยน เนื่องจากโมเมนตมัเชิงมุมของสมาชิกตัวที่ i  สังเกตโดยผูสังเกตที่ติดไปกับวตัถุ 

)( iiiiiii rrmvmrL vvvvvv
××=×= ω  ดังนั้นโมเมนตัมเชิงมุมของวัตถุทั้งกอนไดจากการรวมโมเมนตัม

เชิงมุมของสมาชิกทุกตวั  
  ∑ ××= )( iii rrmL vvvv

ω       (11) 

 ในสมการ (11) นี้ เพื่อใหเขาใจงายจึงสมมติวาสมาชิกอยูหางๆกัน จึงใชการรวมแบบ 
summation   ถาสมาชิกเรียงชดิติดกันดังเชนในกรณีวัตถุแข็งเกร็ง  เราใชการรวมดวยการอินทิเกรตซึ่ง
ตางกันเพยีงคณิตศาสตรเทานั้น  แตแนวความคิดทางฟสิกสเหมือนกนั 
 ถาเราสรางพิกัดฉากที่ติดไปกับวัตถ ุ เมื่อแตก L

v
 ในสมการ (11) ออกเปนองคประกอบใน

พิกัดฉากนี้ จะได 
  kLjLiLL zyx

ˆˆˆ ++=
v

      (12) 
 ถาเลือกใหแกน z  ช้ีไปตามทศิของความเร็วเชิงมุม  จากภาคผนวก ค  ในกรณีการหมุนและ
กล้ิงในระนาบ     จะไดวา   

kIjIiIkLjLiLL zyzxzzyx
ˆˆˆˆˆˆ ωωω ++=++=

v
   (13) 

โดย   ∫ −= dmxzI zx    ,    ∫ −= dmyzI zy  

และ   ∫ += dmyxI z )( 22     

 
8 อัตราการเปลี่ยนแปลงของเวกเตอรสังเกตโดยผูสังเกตที่อยูนิง่และผูสังเกตที่หมนุ 
 นักเรียนลองเขียนลูกศรอันหนึ่งบนกระดาษขางหนานกัเรียน  จะเหน็ลูกศรนี้ช้ีทิศเดมิและมี
ขนาดเทาเดิม คือเห็นลูกศรนี้ไมเปลี่ยน  แตผูสังเกตที่นิ่งนอกโลกจะเหน็ลูกศรนี้เปลี่ยนทิศไปเรื่อย
เนื่องจากโลกหมุน เขาจึงบอกวาลูกศรนี้มกีารเปลี่ยนแปลง  เนื่องจากเราสามารถใชลูกศรแทนเวกเตอร
ใดๆได  ดังนัน้จะเห็นวาผูสังเกตที่อยูนิ่งกบัผูสังเกตที่หมุน(อยูบนโลก) จะเหน็อัตราการเปลี่ยนแปลง
ของเวกเตอรใดๆไมเทากัน  เราจะหาความสัมพันธของอัตราการเปลี่ยนแปลงของเวกเตอร  สังเกตโดย
ผูสังเกตที่อยูนิง่และผูสังเกตที่หมุน 
  
 พิจารณาแกน zyx ,,  ที่หมุนดวยความเร็วเชิงมุม Ω

v
 เทียบกับแกน ZYX ,,   ที่อยูนิ่ง  ดังรูป 6 
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 ให A

v
 เปนเวกเตอรใดๆ   

เวกเตอร A
v

    เขียนโดยใชพกิดั zyx ,,   ไดเปน 
  kAjAiAA zyx

ˆˆˆ ++=
v

 
 เนื่องจากพิกัด zyx ,,   หมุน  เวกเตอรหนวยไมไดช้ีทิศเดิม  อนพุันธเทียบกับเวลาของ
เวกเตอร A

v
  สังเกตโดยผูสังเกตที่อยูนิ่ง จึงเปน 

 kAjAiAA zyx
ˆˆˆ &&&&v ++=   +  kAjAiA zyx

&&& ˆˆˆ ++     (14 ) 
 ผูสังเกตที่หมนุจะเห็นเวกเตอรหนวย kji ˆ,ˆ,ˆ  ไมเปลี่ยนทั้งขนาดและทิศทาง  ซ่ึงเห็นได
โดยงายดวยการสรางพิกัดฉากขางหนานกัเรียน  นักเรียนจะเห็น kji ˆ,ˆ,ˆ  ไมเปลี่ยน  นั่นคือ พจน 

kAjAiA zyx
ˆˆˆ &&& ++   บอกถึงอัตราการเปลี่ยนแปลงของ A

v
  สังเกตจากผูสังเกตที่หมุนไปกับพิกัด    

zyx ,,   เขียนเปนสัญลักษณ ( )xyzA&
v

    คือ 

 ( )xyzA&
v

   =  kAjAiA zyx
ˆˆˆ &&& ++       (15) 

  
อัตราการเปลี่ยนแปลงของ î  สังเกตโดยผูสังเกตที่อยูนิ่ง  ดูไดจากรูป 7 

 

 

k̂  
ĵ

î x

y
z  

Ω
v

X  Y

Z  

A
v

รูป 6 

  

î at time t
x  

Ω
v

 

î at time dt   

idˆ

รูป 7 
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 จากรูป  7  เวกเตอรหนวย î  ที่เปล่ียนไปนดิหนอยเมื่อเวลาเปลี่ยนไปนดิหนอย dt คือ idˆ  
ขนาดของ idˆ  = (รัศมีการกวาดรอบแกนหมนุ) (ความเรว็เชิงมุม) (เวลาที่เปลี่ยนไป) 
ถาให θ  เปนมุมระหวาง Ω

v
  กับ î   จะได 

 ขนาดของ idˆ  =  ( )( )dti Ω
v

θsinˆ    =  dtî×Ω
v

 

และเมื่อพิจารณาดูนกัเรียนจะเหน็วาทิศของ idˆ  อยูในทิศของ î×Ω
v

 
นั่นคือ  dtiid ˆˆ ×Ω=

v
 

หรือ   ii
dt
id ˆˆˆ

×Ω==
v&        (16a) 

 ทํานองเดียวกนั  จะได jj ˆˆ ×Ω=
v&       (16b) 

และ  kk ˆˆ ×Ω=
v&        (16c) 

แทน (16 a,b,c)  ลงใน สามพจนหลังของสมการ (14) 

kAjAiA zyx
&&& ˆˆˆ ++    =   )ˆˆˆ(ˆˆˆ kAjAiAkAjAiA zyxzyx ++×Ω=×Ω+×Ω+×Ω

vvvv
 

หรือ kAjAiA zyx
&&& ˆˆˆ ++   =  A

vv
×Ω       (16d) 

แทน (16d)   และ (15)   ลงใน (14)  ได 

 ( ) AAA xyz

vv&v&v ×Ω+=        (17)* 
 สมการ (17) เปนสมการที่เราจะนําไปใช  สมการนี้บอกวา อัตราการเปลี่ยนแปลงของเวกเตอร 
A
v   ใดๆ  สังเกตโดยผูสังเกตทีอ่ยูนิ่ง   จะเทากับอัตราการเปลี่ยนแปลงของเวกเตอร A

v   สังเกตโดยผู
สังเกตที่หมุน(ดวยความเรว็เชิงมุม Ωv  )  บวกกับ A

vv
×Ω  

 พึงสังเกตวาผูสังเกตทั้งสองจะเห็นอัตราการเปลี่ยนแปลงของความเร็วเชิงมุม(ความเรงเชิงมุม)
เทากัน  ทั้งนีเ้พราะ 0=Ω×Ω

vv
    คือ 

 ( )xyzΩ=Ω &v&v         (18) 
9 ความสัมพันธระหวางทอรก  โมเมนตความเฉื่อย  และความเรงเชิงมมุของวัตถุแข็งเกร็ง ในกรณีการ
หมุนและกลิ้งในระนาบ 
 สมการ (9)  นั้นยังไมสะดวกที่จะนํามาใชงาน   เราจะหาสมการที่เหมาะสมกวานี้ไวใชงาน  
ในกรณีการหมุนและกลิ้งในระนาบ  ดังตอไปนี ้

เราเลือกพิกัด xyz  ติดไปกับวัตถุซ่ึงหมุนดวยความเร็วเชิงมุม ωv   โดยเลือกใหจุดกําเนิดอยูที่
จุดที่ทําใหสมการ (9) เปนจริงและเลือกแกน z ใหอยูในแนวของความเร็วเชิงมุม  ดังนั้นความเรว็ของ
วัตถุจึงเทากับ k̂ω   

จากสมการ (13) โมเมนตัมเชิงมุมของวัตถุรอบจุดกําเนดิ  สังเกตโดยผูสังเกตที่หมนุ  คือ 
kIjIiIL zyzxz
ˆˆˆ ωωω ++=

v
     (13) 

จากสมการ (17) ผูสังเกตที่อยูนิ่ง จะสังเกตเห็นอัตราการเปลี่ยนแปลงโมเมนตัมเชิงมมุ เปน 

 ( ) )ˆˆˆ(ˆ kIjIiIkLL zyzxzxyz ωωωω ++×+= &v&v    (19) 
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ผูสังเกตที่ติดไปกับวัตถุจะเหน็ kjiIII zyzxz
ˆ,ˆ,ˆ,,,  คงที่  และเห็นอัตราการเปลี่ยนแปลงของ 

ω  เทากับความเรงเชิงมุม α    ดังนั้น ( ) kIjIiIL zyzxzxyz
ˆˆˆ ααα ++=&v      ระลึกวาผูสังเกตที่หมนุ

หรืออยูนิ่งจะเห็น α   เทากัน (ดูจากสมการ 18) สวนพจนทางขวามือของเครื่องหมายบวกของสมการ 
(19)  ก็ cross เขาไปตรงๆ  ดังนั้น สมการ(19) จะเปน  

jIiIkIjIiIL xzyzzyzxz
ˆˆˆˆˆ 22 ωωααα +−++=&

v
  

kIjIIiIIL zxzyzyzxz
ˆˆ)(ˆ)( 22 αωαωα +++−=&

v
    (19a) 

แตเราเลือกจุดกําเนิดที่ทําใหสมการ τv   =   
td
Ld
v

    =  L&
v

      เปนจริง   ดังนั้นองคประกอบของ

ทอรกในแนวแกน x  คือ  )( 2ωατ yzxzx II −=   ทํานองเดียวกนั  )( 2ωατ xzyzy II +=  และ 

ατ zz I=    
เนื่องจากในการหมุนและกลิ้งในระนาบทีเ่ราเรียนนี้เปนแบบอยางงายซึ่งเราสนใจเฉพาะใน

แนวทิศของความเร็วเชิงมุม  (แนว z )   ซ่ึง ατ zz I=   โดยในหนังสือตางๆมักเขียนสั้นๆเปน 
  τ       =    αI       (20)** 
 ซ่ึงเราตองระลึกวา τ   เปนทอรกในแนวขนานกับแกนหมนุซึ่งแกนหมุนอยูในแนวทิศของ
ความเร็วเชิงมมุ 
 สมการ (20) นีเ้ปนสมการที่ใชมากในเรื่องการหมุนและการกลิ้งในระนาบ   เนื่องจากมันมี
พื้นฐานมาจากสมการ (9) ดังนั้นสมการ (20) จะถูกตองกต็อเมื่อ 

1) แกนหมุนไมมคีวามเรง (ในทางปฏิบัติมักเปนแกนตรึง)  
2) หรือมีความเรงก็ไดถาเปนแกนหมนุที่ผานจุดศูนยกลางมวล   
3) หรือไมเปนแกนหมุนที่ผานศนูยกลางมวลกไ็ดถาเปนแกนหมุนที่ผานจดุที่มีความเรงพุงเขา

หรือออกจากศนูยกลางมวล 
 
สรุป   เกี่ยวกับสมการ  ατ I=     
สมการ  ατ I=   เรียกวากฎขอที่สองของนิวตันกรณีของการหมนุและการกลิ้งในระนาบ 
ที่มาของมันเมื่อมองกวางๆเปนดังนี ้
 เฉพาะกฎขอทีส่องของนิวตันกรณกีารเคลื่อนที่แบบเลื่อนที่คือ ∑ = MCext amF vv

 นั้น  มนัยัง
ไมพอเพยีงถาเราตองการศึกษาการเคลื่อนที่แบบหมุน  ตองมีการดัดแปลง  ขยับขยายเพื่อที่จะได
สมการที่เหมาะสมในการบรรยายการเคลื่อนที่แบบหมนุ  เราดัดแปลงขยับขยายโดยใชเวกเตอร
(พีชคณิตของเวกเตอร) และแคลคูลัส 
 เร่ิมจากการนยิามปริมาณที่เหมาะสมที่จะนํามาใชบรรยายการหมุน  เชน 

ความเร็วเชิงมมุ   ωv     เปนปริมาณทีอ่างอิงเทียบกบัแกน  
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โมเมนตัมเชิงมุม PrL
vvv

×=    เปนปริมาณทีอ่างอิงเทียบกบัจุด  ถาเปนโมเมนตัมเชิงมมุ
ของระบบก็รวมโมเมนตัมเชงิมุมของสมาชิกของระบบ
ทั้งหมด 

โมเมนตความเฉื่อย 2
⊥= rmI   เปนปริมาณทีอ่างอิงเทียบกบัแกน ถาเปนโมเมนตความ

เฉื่อยของระบบก็รวมโมเมนตความเฉื่อยของสมาชิกของ
ระบบทั้งหมด 

ทอรก    Fr
vvv ×=τ    เปนปริมาณทีอ่างอิงเทียบกบัจุด  ถาเปนทอรกที่กระทําตอ 

ระบบก็รวมทอรกของแรงภายนอกทีก่ระทําตอสมาชิกของ
ระบบทั้งหมด 

 เมื่อใชแคลคูลัสและกฎการเคลื่อนที่ขอที่สองแบบเลื่อนที่  รวมทั้งกฎการเคลื่อนที่ขอที่สาม 
ทําใหไดความสัมพันธวา (คือสมการที่ 9) 

  
td
Ld
v

v =τ       (9) 

 คือทอรกของแรงภายนอกระบบ  เทากับอตัราการเปลี่ยนแปลงโมเมนตัมเชิงมุมของระบบ  
สมการที่ (9) จะเปนจริงก็ตอเมื่อจุดที่ใชอางอิงนั้นตองไมมีความเรง  หรือมีความเรงกไ็ดถาเปนจดุ
ศูนยกลางมวล  หรือไมใชจดุศูนยกลางมวลก็ไดถาความเรงของจุดนั้นพุงเขาหรือออกผานศูนยกลาง
มวล 
 สมการที่ (9) ยงัไมเหมาะที่จะนําไปใชงานจริง  ในการใชงานจริงในกรณีของการหมุนและ
กล้ิงในระนาบนั้น เราตองการองคประกอบของสมการ (9) ในแนวขนานกับแกนหมนุซึ่งเปนแนวทิศที่
ตรงประเด็นทีจ่ะใชบรรยายการหมุนและกลิ้งในระนาบ(อยางงายทีเ่ราเรียน)  โดยโมเมนตัมเชิงมุมใน
แนวนี้เขียนไดเปน ωI   และสุดทายทําใหเราไดวา   

  ατ I=  
 เปนสมการที่เราใชบรรยายการหมุนและการกลิ้งในระนาบ โดยแกนหมุนที่เราใชอางอิงนั้น
จะตองไมมีความเรง (ในทางปฏิบัติมักเปนแกนตรึง) หรือมีความเรงก็ไดถาเปนแกนหมุนที่ผานจดุ
ศูนยกลางมวล  หรือไมเปนแกนหมนุที่ผานศูนยกลางมวลก็ไดถาเปนแกนหมุนที่ผานจดุที่มีความเรง
พุงเขาหรือออกจากศูนยกลางมวล 
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10 การหมุนดวยความเรงเชงิมุมคงท่ีในกรณีการหมุนและกลิ้งในระนาบ 

จากภาคผนวก ง  การหมุนและการกลิ้งในระนาบดวยความเรงเชิงมุมคงตัวจะไดวา 
 
  ω  =    tαω +0     (21 ก) 

2ω    =    θαω 22
0 +     (21ข) 

θ  = 2
0 2

1 tt αω +     (21ค) 

  θ     =    t⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

2
0 ωω     (21ง) 

 
 
11 พลังงานจลนของวัตถุแข็งเกร็ง  
 จากภาคผนวก จ  เมื่อวัตถุแขง็เกร็งมีการหมุนและกลิ้ง  เราคํานวณพลังงานจลนของวตัถุได
ดังนี้  
1) ถามีแกนหมุนที่อยูนิ่ง(แกนอาจมีความเรงก็ไดแตความเร็วเปนศนูย) เราพิจารณาได  2 แบบ   
แบบแรก  พจิารณาวาวัตถุมีการเคลื่อนที่แบบหมุนเพยีงอยางเดียวรอบแกนที่อยูนิ่งนี้  คือ   

  
2
1

=kE  Iนิ่ง 2ω       (22) 

 เมื่อ Iนิ่ง  คือโมเมนตความเฉือ่ยของวัตถุรอบแกนที่อยูนิ่งนี้ 
ω   คืออัตราเร็วเชิงมุมที่วัตถุหมุนรอบแกนทีอ่ยูนิ่งนี้   

แบบที่สอง  พิจารณาวาวัตถุเล่ือนที่ดวยและหมุนรอบแกนที่ผานจุดศูนยกลางมวลดวย  ดังนัน้ 

  22

2
1

2
1 ωMCMCk IvmE +=     (23) 

 เมื่อ MCv  คืออัตราเร็วของศูนยกลางมวล 
         MCI  คือโมเมนตความเฉื่อยรอบแกนที่ผานจุดศูนยกลางมวล 

        ω   คืออัตราเร็วเชิงมุมที่วตัถุหมุนรอบแกนที่ผานจดุศนูยกลางมวล (ซ่ึงเทากับอัตราเร็ว 
     เชิงมุมที่วัตถุหมุนรอบแกนที่อยูนิ่ง  ; ดูในหัวขอ 1 เร่ืองความเร็วเชิงมุม) 

ก็คือพลังงานจลนหาไดจากผลรวมของพลังงานจลนเนื่องจากการเลื่อนที่โดยคิดคลายกับวา
มวลทั้งหมดไปรวมอยูที่จดุศูนยกลางมวล  กับพลังงานจลนเนื่องจากการหมุนรอบแกนหมนุที่ผาน
ศูนยกลางมวล 
2) ถาไมมีแกนหมุนที่อยูนิ่ง พลังงานจลนหาไดจากสมการ (23)  เทานัน้ 
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ตัวอยางที่ 5 ทรงกระบอกตันรัศมี 0.1 เมตร กล้ิงลงมาตามพื้นเอียง  ดงัรูป 8 ก 
 

 
 (ก)ทรงกระบอกนี้หมนุรอบแกนใดบาง ทศิของความเร็วเชิงมุมในการหมุนรอบแตละแกนไปทางใด 
ขนาดเทากนัหรือไม 
(ข) ถาทรงกระบอกกลิ้งและไถลดวย สมการ ατ I=  ใชไดกับแกนใดบาง 
ค) ถาทรงกระบอกกลิ้งโดยไมไถล  สมการ ατ I=   ใช ไดกับแกนใดบาง 
วิธีทํา 
ก)อาจพจิารณาไดวาทรงกระบอกหมนุรอบแกนซึ่งตั้งฉากกับกระดาษ   และผานจุดศูนย 
กลางมวล O หรือ A ซ่ึงเปนจุดบนทรงกระบอกที่แตะพื้นและอยูในระนาบของหนาตดัที่ผานจุด
ศูนยกลางมวล O  ดังในรูป 8ข  หรือจุดอื่น ๆ  อีกมากมาย  ขอเพียงเปนแกนที่ไมไดอยูนอก
ทรงกระบอก  ทิศของความเร็วเชิงมุมหาไดจากการกํามอืขวาใหนิ้วทั้งสี่ไปตามทิศของลูกศรโคงในรูป 
8ข   หัวแมมือจะบอกทิศของความเร็วเชิงมุม  คือมีทิศพุงออกจากกระดาษไมวาจะพจิารณาวา
หมุนรอบแกนใด  โดยนอกจากทิศของความเร็วเชิงมุมในการหมุนรอบแกนตาง ๆ เปนทิศเดียวกนัแลว  
ขนาดกย็ังเทากันดวย 
 เมื่อทรงกระบอกกลิ้งลงมาเรื่อยๆนั้น  ทิศของความเร็วเชงิมุมมีทิศพุงออกจากกระดาษ
ตลอดเวลา  จึงเปนการหมนุและกลิ้งในระนาบ 

 

•

  A

รูป 8ข 

B
 

30o 

• O

รูป 8ก 30o 
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 แตทรงกระบอกไมไดหมุนรอบแกนที่ตั้งฉากกับกระดาษและผานจุด B ซ่ึงอยูที่พื้นเอียง  
เพราะทุกๆจดุของทรงกระบอกไมไดหมุนรอบแกนนีด้วยความเรว็เชิงมุมเดียวกัน  ตวัอยางเชน
ความเร็วเชิงมมุของจุด A  รอบแกนนี้เปนศูนย  แตความเร็วเชิงมุมของจุด O  รอบแกนนี้ไมใชศนูย 

ข) ถาทรงกระบอกกลิ้งและไถล ทุกๆจุดบนทรงกระบอกตางก็มีความเรง ดังนั้น  สมการ 
ατ I=   จะใชไดเฉพาะกับแกนที่ตัง้ฉากกับกระดาษและผานจุดศูนยกลางมวล คือแกนที่ผาน

จุด O เทานั้น 
ค) ถาทรงกระบอกกลิ้งโดยไมไถล   จุดบนทรงกระบอกที่ทรงกระบอกแตะพื้นและอยูในระนาบ

ของหนาตัดทีผ่านจุดศูนยกลางมวล O (จุด A ) ความเรงในแนวพืน้เอยีงเปนศูนยแตมีความเรง
ในแนวพุงเขาหาจุดศนูยกลางมวล O  ความเรงลัพธจึงมีทิศพุงเขาหาจดุศูนยกลางมวล O 
ดังนั้น  จึงมแีกนที่ใชสมการ ατ I=  ได 2 แกน  คือ 

1) แกนที่ตั้งฉากกับกระดาษและผานจุดศูนยกลางมวล O กค็ือแกนในขอ ข)  และ 
2) แกนที่ตั้งฉากกับกระดาษและผานจุด A  เหตุผลไมใชเพราะวาแกนนี้อยูนิ่ง  เพราะ

แมวาแกนนี้อยูนิ่งกจ็ริงแตกม็ีความเรง  เพยีงแตความเรงอยูในแนวที่พุงเขาหาจุด O  
ซ่ึงเปนจุดศูนยกลางมวล 

 
ตัวอยางที่ 6 ทรงกระบอกตนัผาครึ่งวางบนพื้นราบ  กําลังกลิ้งโดยไมไถลดังรูป 9  
(ก)ทรงกระบอกผาครึ่งนี้หมุนรอบแกนใดบาง ทิศของความเร็วเชิงมมุในการหมนุรอบแตละแกนไป
ทางใด ขนาดเทากันหรือไม 
(ข) ถาทรงกระบอกผาครึ่งนีก้ล้ิงและไถลดวย สมการ ατ I=  ใชไดกับแกนใดบาง 
(ค) ถาทรงกระบอกผาครึ่งนีก้ล้ิงโดยไมไถล  สมการ ατ I=   ใช ไดกับแกนใดบาง 

 
วิธีทํา    
คราวนี้จุดศนูยกลางมวลไมใชจุด O  แลว แตเปนจุด CM  ในรูป 9 
ก) อาจพจิารณาไดวาทรงกระบอกผาครึ่งนีห้มุนรอบแกนซึ่งตั้งฉากกับกระดาษ   และผานจุด O หรือ
จุดศูนยกลางมวล CM หรือจดุ A ซ่ึงเปนจุดบนทรงกระบอกผาครึ่งที่แตะพื้นและอยูในระนาบของหนา

A

O

•  CM 

รูป 9 
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ตัดที่ผานจุดศนูยกลางมวล O  ดังในรูป 9  หรือจุดอื่น ๆ  อีกมากมาย  ขอเพียงเปนแกนที่ไมไดอยูนอก
ทรงกระบอกผาครึ่ง  ทิศของความเร็วเชิงมมุหาไดจากการกํามือขวาใหนิ้วทั้งสี่ไปตามทิศของลูกศร
โคงในรูป 9   หัวแมมือจะบอกทิศของความเร็วเชิงมุมคือมีทิศพุงเขาไปในกระดาษไมวาจะพิจารณาวา
หมุนรอบแกนใด  โดยนอกจากทิศของความเร็วเชิงมุมในการหมุนรอบแกนตาง ๆ เปนทิศเดียวกนัแลว  
ขนาดกย็ังเทากันดวย  
 เมื่อทรงกระบอกผาครึ่งกลิ้งลงมาเรื่อยๆนั้น  ทิศของความเร็วเชิงมุมมทีิศพุงเขาในกระดาษ
ตลอดเวลา  จึงเปนการหมนุและกลิ้งในระนาบ 
ข)ถาทรงกระบอกผาครึ่งกลิ้งและไถล ทุกๆจุดบนทรงกระบอกผาครึ่งตางก็มีความเรง ดังนั้น  สมการ 

ατ I=   จะใชไดเฉพาะกับแกนที่ตัง้ฉากกับกระดาษและผานจุดศูนยกลางมวล คือแกนที่ผานจุด CM 
เทานั้น 
ค)ถาทรงกระบอกผาครึ่งกลิ้งโดยไมไถล   จุดที่ทรงกระบอกแตะพื้นและอยูในระนาบของหนาตัดที่
ผานจุดศูนยกลางมวล O (จุด A ) จะอยูนิ่งเทียบกับพืน้และมีความเรงพุงเขาหา O  แตไมไดพุงเขาหาจุด
ศูนยกลางมวล CM ดังนั้นจึงใชสมการ ατ I=  ไมได  ทําใหมีแกนที่ใชสมการ ατ I=  ไดเพยีงแกน
เดียว  คือแกนที่ผานจุด CM เทานั้น  เหมือนดังในขอ ข) 
 
ตัวอยางที่ 7 จงพิจารณากรวยกลิ้งบนพืน้ราบ  ดังรูป 10 

 
วิธีทํา   
 แกนหมุนของกรวยคือแนวเสนตรงที่กรวยแตะพื้นดังรูป 8  ความเร็วเชิงมุมชี้ตามแนวนี้  เมื่อ
กรวยเคลื่อนที่ไปทิศของความเร็วเชิงมุมเปลี่ยนไปเรื่อยๆ  จึงไมใชการหมุนและกลิ้งในระนาบ  ดังนั้น
ไมสามารถใชสมการ ατ I=    
 
ตัวอยางที่ 8 ในตัวอยางที่ 5 ถาทรงกระบอกกลิ้งโดยไมไถล 

ก) จงใชแกนที่ตั้งฉากกับกระดาษและผานจุดศูนยกลางมวล   หาความเรงเชิงมุม 
ข) จงใชแกนที่ตั้งฉากกับกระดาษและผานจุด A  หาความเรงเชิงมุม 

 ค) จงหาความเรงของจุดศูนยกลางมวลของทรงกระบอก 

ωv  

รูป 10 
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วิธีทํา 
ความเร็วเชิงมมุรอบแกนใดๆในทรงกระบอกเทากันหมด ซ่ึงก็คือ ความเรงเชิงมุมรอบแกนเหลานี้
เทากันหมดเชนกัน เราจะใชแกนในขอ  ก) และ ข) ทั้ง 2 แกนเพื่อหาความเรงเชิงมุมนี ้ ซ่ึงคําตอบ
จะตองออกมาเทากัน 

แรงที่กระทําตอทรงกระบอก  แสดงในรูป 11    ซ่ึงประกอบดวย 

 
แรงโนมถวง gm ซ่ึงคลายกับวากระทําที่จุดศนูยกลางมวล  เมื่อแยกออกเปนองคประกอบใน

แนวขนานและตั้งฉากกับพืน้เอียง  จะได  ogm 30sin   และ  ogm 30cos  ตามลําดับ 
 แรงที่พื้นเอยีงกระทําตอทรงกระบอกในแนวตั้งฉากกับพื้นเอียงคือ N   
แรงที่พื้นเอยีงกระทําตอทรงกระบอกในแนวขนานกับพืน้เอียง   คือแรงเสียดทานสถิต f   ทิศดูได
โดยงายวาชี้ขึน้ตามพื้นเอยีง   แตขนาดยังบอกไมได  เพราะ Nf sμ≤  
ก)   ใชแกนทีผ่านCM เปนแกนหมนุ โดย   ατ MCMC I=   ซ่ึงทอรกของแรงอื่นเปนศนูยหมด  ยกเวน
ทอรกของ  f  ดังนั้น 

    (0.1) f   =  α2)1.0(
2
1 m      (ก) 

พิจารณาการเลื่อนที่ คือ ∑ = MCext amF vv
  ดูในแนวขนานกับพื้นเอยีง  เนื่องจากทรงกระบอกกลิ้ง

โดยไมไถลความเรงของศูนยกลางมวลในแนวนี้เทากับ α)1.0(  ทิศลงตามพื้นเอยีง  ดังนัน้ 

    fgm o −30sin       =   α)1.0(m     (ข) 

 หรือ        f     =   mm α1.0
2
8.9

−    (ค) 

แทน (ค) ลงใน (ก)  จะได  α   =      32.67      เรเดียน/วินาที2  
ข)แกนทีต่ั้งฉากกับกระดาษและผานจุด A มีโมเมนตความเฉื่อย  

  2222 )1.0(
2
3)1.0()1.0(

2
1)1.0( mmmmII MCA =+=+=  

ทอรกของแรงอื่นเปนศูนยหมด  ยกเวนของ 030singm   ดังนั้น 

A
omg 30cosf

30o รูป 11 

omg 30sin

N
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 α20 )1.0(
2
3)1.0)(30sin( mmg =  

  จะได       α   =   32.67   เรเดียน/วินาที 2 เทากับในขอ ก)   
 
ค)เมื่อพิจารณาวาจุดศนูยกลางมวลหมุนรอบจุด A ซ่ึงอยูนิ่ง(ช่ัวขณะ) ดวยความเรงเชิงมุม α   ดังนั้น  
จะไดวา  ความเรงของจุดศนูยกลางมวล )1.0(α=MCa  =  3.267     เมตร/วินาที2 ทิศลงมาตามพื้น
เอียง          

จะเห็นวาในขอ ก) ซ่ึงเปนวธีิที่ปลอดภัยเพราะใชแกนหมุนที่ผาน CM  นั้น ตองใชสมการถึง 2 
สมการ  แตในขอ ข) นั้น ใชเพียงสมการการเดียวไดความเรงเชิงมุมออกมาเลย  อยางไรก็ตามการใช
แกนในขอ ข) นั้นตองระวังใหดี  ดังไดกลาวมาแลว    
       
ตัวอยางที่ 9 มวล M ผูกดวยเชือกซึ่งพันรอบรอกรัศมี R  เมตร หลายๆรอบ โดยรอกยดึติดกับเพดานดัง
รูป 12 (ก)  ถามวล  มีความเร็ว v เมตร/วินาที  และความเรง a  เมตร/วินาที 2  จงหา 
ก) ความเร็วเชงิมุมของรอก 
ข) ความเรงเชงิมุมของรอก 
ในพจนของ v, a และ R          
 
 
 
 
 
 
 
 
วิธีทํา 
ให   C   เปนจุดบนเชือกในตําแหนงทีเ่ร่ิมสัมผัสกับรอก 
         B   เปนจดุบนเชือกที่อยูระหวางมวล M กับจดุ C 
พิจารณามวล M รวมทั้งเชือกจากมวล M ไปถึงจุด B เปนวัตถุกอนหนึง่  เนื่องจากเชอืกไมยืดไมหด  
ทุกจุดบนวัตถุกอนนี้มีความเร็วและความเรงเดียวกัน  ดังนั้น มวล M และจุด B จะมีความเร็วและ
ความเรงเดยีวกัน 
ในทํานองเดียวกัน  เมื่อพิจารณาเชือกจาก B ถึง C เปนวตัถุกอนหนึ่ง  จุด B และจดุ C ก็จะมีความเร็ว
และความเรงเดียวกัน 
 ดังนั้น  จดุ C มีความเร็ว v  เมตร/วินาที  และความเรง a เมตร/วินาที 2 ทิศลงในแนวดิ่ง 

รูป 12 (ก) 

M 

        (ข) 

M 

  .  C

  .B 

D . 
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พิจารณาจดุ D ซ่ึงเปนจุดบนรอกที่อยูติด ๆ กับจุด C  ถาพิจารณาในแนวดิ่งจะเห็นวาจุด C  และจดุ D 
เคลื่อนที่ไปพรอมกัน  ดังนัน้จุด C และจดุ D มีความเรว็และความเรงในแนวดิ่งเดยีวกัน (จุด D มี

ความเรงเขาสูศูนยกลางดวย  โดยมีขนาดเปน 
2v

R
) 

 นั่นคือจุด D มีความเร็ว v  เมตร/วินาที  และความเรงในแนวดิ่ง  a เมตร/วินาที 2 
เนื่องจากจุด D เปนจุดที่อยูบนรอก  การเคลื่อนที่ของจุด D จึงเปนการเคลื่อนที่ตามแนวเสนรอบวงของ
วงกลมซึ่งมีรัศมี  R เมตร  ความเร็วเชิงมุม  ω   และความเรงเชิงมุม  α   ของจุด D  ก็คือความเร็ว
เชิงมุมและความเรงเชิงมุมของรอกนั่นเอง  ซ่ึงจะไดวา 

  ω   =   
v

R
  เรเดียน/วินาท ี

  α   =    
a

R
  เรเดียน/วินาที 2   ตอบ 

 
ตัวอยางที่ 10   กลอง A  และกลอง B มวล  5 และ 10 กิโลกรัม ตามลําดับ  ผูกดวยเชือกเบาคลองผาน
รอกหมุนไดคลองซ่ึงมีรัศมี 0.1 เมตร มวล 2 กิโลกรัม  เมื่อเร่ิมตนมวลทัง้สองอยูนิ่ง  ดงัรูป  13 (ก)   ถา
เชือกไมมีการไถลไปบนผิวรอก  จงหา   

( รอก   ICM = 21
M R

2
) 

ก) แรงตึงเชือกที่ดึงมวล 5 กิโลกรัม 
ข) แรงตึงเชือกที่ดึงมวล 10 กิโลกรัม 
ค) ความเรงของมวลทั้งสอง 
ง) ความเรงเชงิมุมของรอก 
จ) จํานวนรอบที่รอกหมุนเมื่อเวลาผานไป  3  วินาท ี
 

วิธีทํา สมมติใหกลอง B เคล่ือนที่ลงดวยความเรง a เมตร/วินาที 2  
เนื่องจากเชือกไมยืดหรือหด  ดังนั้น  กลอง A  เคล่ือนที่ข้ึนดวยความเรง  a  เมตร/วินาที 2 
และ เนื่องจากเชือกไมไถลบนรอก  จากตวัอยางที่ 9 จะไดวาความเรงเชิงมุมของรอกรอบแกนหมนุที่
ผานจุดศูนยกลางมวลของรอกและตั้งฉากกับกระดาษ   มีคาเปน 

 CMα   =   
a

R
    =   

a

0.1
    เรเดียน/วินาที 2 ทิศพุงเขาไปในกระดาษ    (ก) 

ผิวรอกเปนผิวฝดไมใชผิวล่ืน  เพราะถาผิวรอกล่ืนเชือกจะไถลไปบนรอกโดยรอกจะไมหมุน  ดังนัน้  
แมวาเชือกจะเปนเชือกเบาแตเมื่อสัมผัสกับผิวฝดความตึงเชือกจึงไมเทากันตลอดทัง้เสน    
ใหแรงตึงเชือกสวนที่อยูระหวางกลอง A กับรอกเปน TA  และสวนทีอ่ยูระหวางกลอง B  กับรอกเปน 
TB 

 รูป 13 (ก) 

 B 
  

 A 
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พิจารณาแรงที่กระทําตอกลอง A   ดังรูป 13 (ข) จะไดวา  
  TA  -  49    =    5 a    (ข) 
พิจารณาแรงที่กระทําตอกลอง B   ดังรูป 13 (ค)  จะไดวา 
  98 – TB   =     10 a    (ค) 
พิจารณารอกและเชือกสวนทีสั่มผัสกับรอกเปนระบบ  ทอรกรอบจุดศูนยกลางรอกของแรงภายนอก
ระบบ  ประกอบดวย 
0.1 TA  ทิศพุงออกจากกระดาษ (ขนานกับแกนหมุน) 
0.1 TB  ทิศพุงเขาในกระดาษ (ขนานกับแกนหมุน) 
ถาใหทิศพุงเขาในกระดาษเปนบวก  จะไดวา 
0.1TB  - 0.1 TA   =   ICM CMα       (ง) 

แทนคา  ICM = 21
M R

2
   และ  CMα จากสมการ (ก)  จะได 

0.1TB  - 0.1 TA    =   21
(2)(0.1)

2
⎛ ⎞⎜ ⎟
⎝ ⎠

a

0.1
    (จ) 

จากสมการ (ข) (ค) และ (จ)  จะได 
  TA   =   64.31    นิวตัน   คําตอบขอ ก  
  TB   =   67.38  นิวตัน   คําตอบขอ ข 
  a     =   3.06  เมตร/วินาที 2  คําตอบขอ ค 

 CMα    =  
a

0.1
  =  30.6  เรเดียน/วินาที 2  คําตอบขอ ง 

เนื่องจากความเรงเชิงมุมคงตัว  จากสูตร  θ  = 2
0

1
t t

2
ω + α    

จะไดวาเมื่อเวลาผานไป  3  วินาที   

θ  =   0 + 2)3)(6.30(
2
1  =   137.7   เรเดียน 

จํานวนรอบ =    
π2

7.137   =   21.92 รอบ คําตอบขอ จ 

        (ข) 

 A 

 TA 

 5g 
 a 

 B

 TB 

 10g 
 (ค)

 a 

 TA  TB 

  (ง) 
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หมายเหต ุถารอกเบา  คือ ICM ≈ 0  จากสมการ (ง) จะไดวา TA = TB  นั่นคือ  แมผิวรอกสวนที่สัมผัสกับ
เชือกเปนผิวฝด  แตถารอกเบาและหมนุไดคลอง  ถือไดวาแรงตึงเชือกเทากันทั้งเสน 
ตัวอยางที่ 11 มวล 0.1 กิโลกรัม อยูบนโตะเกลี้ยงผูกกับเชือกที่รอยผานรูเกล้ียง  ดังรูป 14  เมื่อ
เร่ิมตนมวลหมุนรอบรูเปนวงกลมรัศมี 0.3 เมตร  ดวยความเร็วเชิงมุม 2 เรเดียน/วินาที  จากนั้นใชมือดึง
เชือกชา ๆ ที่ปลายดานลางใตโตะจนรัศมขีองการหมุนเปน  0.25  เมตร 
 

ก) โมเมนตัมเชิงมุมของมวล  (รอบจุด O)  หลังดึงเชือกเปน
เทาใด 
ข) พลังงานจลนของมวลเพิ่มขึ้นหรือลดลงเทาใด 
ค)  งานที่มือทาํเปนกี่จูล 
 
 
 

วิธีทํา ก) กอนดึงเชือกโมเมนตัมเชงิมุมรอบรู (จุด O) = mvr = 2m rω  = (0.1)(2)(0.3)2 

  =  1.8 x 10-2     กิโลกรัม-เมตร2/วินาที    ทิศของโมเมนตัมเชิงมุมพุงลงใตโตะ 
แนวแรงที่เชือกดึงมวลผานจดุ O ตลอดเวลา  ดังนั้นทอรกของแรงรอบจุด O จึงเปนศูนย   
โมเมนตัมเชิงมุมของมวลรอบจุด O จึงคงตัวตลอดเวลา 
ดังนั้น โมเมนตัมเชิงมุมของมวลหลังดึงเชอืก  =  1.8 x 10-2   กิโลกรัม-เมตร2/วินาที    ทิศพุงลงใตโตะ
         คําตอบขอ ก 
ข) กอนดึงเชือกพลังงานจลนของมวล =  21

mv
2

  =  21
m( r)

2
ω  

     =  21
(0.1)(0.6)

2
 =  21.8 10−×    จูล 

เนื่องจากโมเมนตัมเชิงมุมของมวลรอบจุด O  คงตัวตลอดเวลา  ดังนั้น 
 โมเมนตัมเชิงมุมกอนดึงเชือก   =  โมเมนตัมเชิงมุมหลังดึงเชือก 
           1.8 x 10-2            =  (0.1)(v)(0.25) 
ดังนั้น     ความเร็วหลังดึงเชอืก          v   =  0.72     เมตร/วินาท ี

 และพลังงานจลนหลังดึงเชือก   =  21
(0.1)(0.72)

2
=  22.592 10−× จูล 

 แสดงวา   พลังงานจลนเพิ่มขึ้น   =  7.92 x 10-3     จูล  คําตอบขอ ข 
ค)  พลังงานจลนที่เพิ่มขึ้น  มาจากงานที่มอืทํา  ดังนั้น 
   งานที่มือทํา   37.92 10−×   จูล 
         คําตอบขอ ค 

  ,o  O r

รูป 14 
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ตัวอยางที่ 12 ในรูป 15  ชายคนหนึ่งมวล 60 กิโลกรัม วิ่งดวยความเรว็ 5 เมตร/วินาที ตามแนวเสน
สัมผัสของแผนจานขนาดใหญรัศมี 3 เมตร มวล 100 กิโลกรัม  แลวกระโดดขึ้นไปบนจาน  ถาจาน
หมุนไดรอบแกนตรึงที่ตั้งฉากกับจานและผานจุดศูนยกลางของจาน    (จุด O) และเดิมจานอยูนิ่ง   เมื่อ
คนขึ้นไปอยูบนจานและเคลื่อนที่ไปพรอม ๆ กัน  จงหาความเร็วเชิงมุมของคนและจาน  
 วิธีทํา       
 
 
 
 
 
 
 

หลังจากที่คนขึ้นไปอยูบนจาน  ทั้งคนและจานจะหมุนรอบแกนที่ตั้งฉากกับจานและผานจุด O 
ซ่ึงแมไมใชแกนที่ผาน CM ของระบบ (คน+จาน) แตเปนแกนตรึง ดังนัน้  เราจะใชแกนนี้เปนแกน
หมุน  และเมื่อดูสมการ 

dt
Ld
v

v =τ   

            ถาทอรกของแรงภายนอกรอบจดุ O ในองคประกอบที่ขนานกบัแกนหมุน  เปนศูนย  โมเมนตัม
เชิงมุมในองคประกอบที่ขนานกับแกนหมนุก็ตองคงที ่
  พิจารณาคนและจานเปนระบบ   เมื่อคนกระโดดเหยยีบจานจะมีแรงทีจ่านกระทําตอเทาคน  
และแรงที่เทาคนกระทําตอจาน  แตแรงทัง้สองเปนแรงภายในระบบ  ซ่ึงทอรกของแรงภายในระบบไม
ทําใหโมเมนตมัเชิงมุมของระบบเปลี่ยนแปลง 
แรงภายนอกระบบประกอบดวย 

แรงโนมถวง  แตไมทําใหเกดิทอรกรอบจดุ O ในแนวขนานกับแกนหมุน  
แรงที่แกนทาํตอจาน (แกนอาจเปนเพลากลม เราถือวาเล็กมากและเสียบผานจุด O) แตไมมี

ทอรกเชนกัน  เพราะระยะทางจากแรงไปยังจุด Oมีคาเปนศูนย 
ดังนั้น ไมมทีอรกในแนวขนานกับแกนหมุนของแรงภายนอกระบบ  โมเมนตัมเชิงมุมใน

แนวขนานกับแกนหมุน  จึงคงที่ 
--พิจารณาขณะที่คนลอยในอากาศ  และกาํลังจะเหยียบจาน 
กอนคนเหยยีบจาน โมเมนตัมเชิงมุมของระบบในแนวขนานกับแกนหมุนมีแตโมเมนตัมเชิงมุมของคน  
ซ่ึงเทากับ   mvr   =   (60)(5)(3)   =   900    กิโลกรัม-เมตร2/วินาท ี
ถาจานวางในระนาบของกระดาษดังรูป 13  ทิศของโมเมนตัมเชิงมุมจะพุงเขาในกระดาษและจะขนาน
กับแกนหมุน 

O•    

รูป 15 
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หลังเหยยีบจาน  โมเมนตความเฉื่อยของคน + จาน =   (60)(3)2+
1

2
(100)(3)2 

     =   990  กิโลกรัม-เมตร2 
หลังเหยยีบจาน  ใหความเรว็เชิงมุมของคนและจาน =   ω       เรเดียน/วินาท ี
เนื่องจาก  โมเมนตัมเชิงมุมของระบบในแนวขนานกับแกนหมนุคงตัว  คือ 
โมเมนตัมเชิงมุมกอนเหยียบ    =  โมเมนตัมเชิงมุมหลังเหยยีบ 
  900 = 990 ω  

  ω  = 
10

11
 เรเดียน/วินาท ี   ตอบ 

 
หมายเหต ุทิศและขนาดทอรกของแรงโนมถวงที่กระทําตอคนและจาน  คิดรอบจุด O ในรูป 15 หาได
จาก τv  = r F×vv    

เมื่อ rv  คือเวกเตอรตําแหนงเทยีบกับจดุ O ดงันั้น 
 ทอรกของแรงโนมถวงที่กระทําตอคน   =   (3)(60)(9.8)   =   1764  นิวตัน-เมตร ทิศตั้งฉาก
กับแกนหมุน 
 และเนื่องจากแรงโนมถวงทีก่ระทําตอจาน  คิดไดคลายกบัวากระทําทีจ่ดุ O ซ่ึงเปนจุด
ศูนยกลางมวลของจาน  ดังนัน้  ทอรกของแรงโนมถวงทีก่ระทําตอจาน  คิดรอบจุด O  จึงมีคาเปนศนูย 
 จะเห็นวาไมมทีอรกของแรงภายนอกระบบในแนวขนานกับแกนหมนุ 
 
ตัวอยางที่ 13  ไมสม่ําเสมอมวล 5 กิโลกรัม ยาว 2 เมตร ผูกปลายทั้งสองดวยเชือกหอยไวกับเพดาน
ทําใหไมอยูในแนวระดับ ดังรูป 16 (ก)   ตัดเชือกเสนขวาใหขาด     ทนัทีที่เชือกขาด  จงหา 
ก) แรงตึงเชือกของเชือกเสนซาย 
ข) ความเรงของจุดศูนยกลางมวล  O 
ค) ความเรงของปลาย B 
 
 
 
 
 
วิธีทํา 
ก)ให  Aα   เปนความเรงเชิงมุมของไมรอบแกนที่ตั้งฉากกับกระดาษ และผานจุด A  ในทันทีที่เชือก
ขาดนั้นจดุ A ไมมีความเรง  จึงใชสมการ τ  = Iα     ได  คือ 

Aτ  =  A AI α  

A B  
 (ข) 

T

5g

O
A B 

 รูป 16 (ก) 
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     (5)(9.8)(1)   =   2
A

1
(5)2

3
⎡ ⎤α⎢ ⎥⎣ ⎦

 

   Aα    =   7.35  เรเดียน/วินาที 2 
 ทันทีที่เชือกขาด  ทุกตําแหนงของไมตางก็มีความเรง  ยกเวนจุด A   อยางไรก็ตาม  ไดกลาว
มาแลววา  แกนที่ตั้งฉากกับกระดาษและผานจุด O ซ่ึงเปนจุดศูนยกลางมวล สามารถใชสมการ τ  = 
Iα  ได  ถึงแมแกนนี้จะมีความเรง   โดยความเรงเชิงมุม  Oα  รอบแกนที่ผานจดุ O นี้ เทากับ ความเรง
เชิงมุมรอบแกนที่ผานจุด A       
ดังนั้น    Oα    =   7.35  เรเดียน/วินาที2 
 เพราะวา Oτ  = O OI α  

 จะได           T(1)   =   21
(5)2 7.35

12
⎡ ⎤
⎢ ⎥⎣ ⎦

 

             T   =   12.25           นิวตัน  คําตอบขอ ก 
ข) ให  A  เปนจุดหมุน     จาก   a  =  Rα   เมื่อพิจารณาวาจุด O หมุนรอบจุด A  จะไดวา 
 ความเรงของจดุ O   =   7.35(1)   =   7.35 เมตร/วินาที2    คําตอบขอ ข 
ค) ทํานองเดยีวกัน ความเรงของจุด B  =  7.35(2)   =  14.7   เมตร/วินาที2 คําตอบขอ ค 

หมายเหต ุความเรงของจุด O ซ่ึงเปนจุดศูนยกลางมวล   อาจหาจาก extF∑v = CMMav   คือ 
49  - 12.25 =   5a 
a    =   7.35  เมตร/วินาที2 
 
---ตัวอยางที่ 14-17 จะเปนตวัอยางเพื่อใหเขาใจการคํานวณพลังงานจลนของวัตถุแข็งเกร็ง 
ตัวอยางที่ 14  
วัตถุแข็งเกร็งประกอบดวยลูกกลม A มวล 1 กิโลกรัม  ลูกกลม B มวล 2 กิโลกรัม  และคานเบายาว 1.5  
เมตร  โดยลูกกลมทั้งสองยึดติดกับปลายคาน  ดังรูป 17  ถาจุดศูนยกลางมวลมีความเร็ว   3   เมตร/
วินาที  โดยคานหมุนทวนเขม็นาฬิการอบแกนที่ต้ังฉากกับหนากระดาษและผานจุดศูนยกลางมวล   
ดวยความเรว็เชิงมุม  1  เรเดยีน/วินาที  จงคํานวณพลังงานจลนของวัตถุนี ้
        
 
 
 
 
 
 

 CM    
  0.5m 

  1m 

  3 m/s 

รูป 17 

  A 

 B 
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ก)โดยตรงจากสูตร   2

2
1 vmEk =  

 ข)โดยใชสมการ      22

2
1

2
1 ωMCMCk IvmE +=  

วิธีทํา 

CM  จะอยูหางจากจุด B  เปนระยะทาง = 
2(0) 1(1.5)

2 1

+

+
 = 0.5  เมตร 

ก)  จาก  v  =  ωR  จะไดวา 
ความเร็วของ     A  เทียบกับ   CM   =  (1)(1)    =  1      เมตร/วินาที  ทิศไปทางซาย 
และความเรว็ของ  B เทียบกับ CM  =  (1)(0.5)  =  0.5  เมตร/วินาที  ทิศไปทางขวา 
เนื่องจากความเร็วของ CM = 3  เมตร/วินาที   ทิศไปทางขวา  ดังนัน้  จะไดวา 
ความเร็วของ A  คือ vA = 3 – 1    =   2     เมตร/วินาที    ทิศไปทางขวา 
ความเร็วของ B  คือ vB = 3 + 0.5 =   3.5   เมตร/วินาที    ทิศไปทางขวา 

พลังงานจลนของระบบ    =  2 2
A A B B

1 1
m v m v

2 2
+ =   2 21 1

(1)(2) (2)(3.5)
2 2

+   

=  14.25        จูล คําตอบขัอ ก 

ข) จาก   Ek =  2
CM

1
Mv

2
+ 2

CM CM

1
I

2
ω   

 
 โดย ICM =  2

i im r∑  =  (1)(1)2 + (2)(0.5)2 =  1.5  กิโลกรัม-เมตร 2 

ดังนั้น    Ek =  2 21 1
(1 2)(3) (1.5)(1)

2 2
+ +  =  14.25     จูล คําตอบขอ ข 

จะเห็นวาไดคําตอบเทากันกบัขอ ก) 
ตัวอยางที่ 15 กลอง A , B และ C มวล  2 , 2 และ 4 กิโลกรัม  ตามลําดับ  ติดกับคานเบายาว 4  เมตร  
รวมกันเปนวัตถุแข็งเกร็งอันหนึ่ง   ณ เวลาหนึ่งพบวาคานอยูในแนวดิง่  โดยกลอง A และกลอง C มี
ความเร็ว 6 และ 1 เมตร/วินาที  ตามลําดับ  ทิศไปทางขวามือ  ดังรูป 18 (ก)  
 
   
 
 
 
 
 
 

 A 

B

 C 

 1m 

 3m 

 1 m/s 

 6 m/s 

 รูป 18 (ก) 

 x 

A

B

 C 

 1m 

3m

  (ข) 
 O 

 •  CM 
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จงหา  
ก) ตําแหนงของ  CM  
ข) ความเร็วเชิงมุมที่วัตถุแข็งเกร็งหมุนรอบแกนที่ต้ังฉากกับกระดาษ  และผาน  CM 
ค) ความเร็วของ CM 

ง) พลังงานจลนของวัตถุแข็งเกร็งโดยใชสมการ      22

2
1

2
1 ωMCMCk IvmE +=    

จ) ความเร็วของกลอง B 

ฉ) พลังงานจลนของวัตถุแข็งเกร็ง  โดยตรงจากสูตร   Ek =  21
mv

2
 

วิธีทํา  
ก) ต้ังแกน x ในแนวดิ่ง  ใหจดุกําเนดิอยูท่ีกลอง C ดังรูป  16 (ข) จะไดวา 

 xCM   =    
(4)(0) (2)(3) (2)(4)

4 2 2

+ +

+ +
   =   1.75     เมตร 

ดังนั้น CM  อยูหางจากกลอง C  เปนระยะทาง  1.75  เมตร   คําตอบขอ ก 
ข) ความเร็วของกลอง A เทียบกับกลอง C = 6 – 1 = 5  เมตร/วินาที  ทิศไปทางขวามอื 
จึงพิจารณาไดวา  กลอง A  หมุนรอบกลอง C   ดวยความเร็วเชิงมุม ω  โดย 

 ω  = 
5

4
  =    1.25    เรเดียน/วินาท ี ทิศพุงเขาไปในกระดาษ 

 นั่นคือ  วัตถุแข็งเกร็งหมุนรอบแกนที่ต้ังฉากกับหนากระดาษและผานกลอง  C   ดวยความเร็ว
เชิงมุม   1.25       เรเดียน/วินาที ทิศพุงเขาไปในกระดาษ 

แตเรารูวา  ถาวัตถุแข็งเกร็งหมุนรอบแกน ๆ หนึ่งดวยความเร็วเชิงมุม ωv   แลว   จะสามารถ
พิจารณาไดวา  วัตถุแข็งเกร็งนี้หมุนรอบแกนอื่น ๆ ซ่ึงอยูในวัตถุแข็งเกร็งและขนานกบัแกนเดิมดวย
ความเร็วเชิงมมุ ωv  เดียวกัน 
ดังนั้น  ความเร็วเชิงมุมที่วัตถุแข็งเกร็งหมนุรอบแกนที่ต้ังฉากกับกระดาษ  และผาน  CM  มีคาเปน 
1.25  เรเดียน/วินาที   ทิศพุงเขาไปในกระดาษ    คําตอบขอ ข 
ค) ความเร็วของ CM เทียบกับกลอง C หาไดจากสูตร v =  ωR = (1.25)(1.75)  
   =  2.1875 เมตร/วินาที    ทิศไปทางขวา 
แตกลอง C มีความเร็ว 1 เมตร/วินาที  ทิศไปทางขวา  ดงันั้น  จะไดวา  ความเร็วของ CM 
 vCM = 2.1875 + 1 = 3.1875 เมตร/วินาที   ทิศไปทางขวา คําตอบขอ ค 

ง) จาก   Ek =  2
CM

1
Mv

2
+ 2

CM CM

1
I

2
ω   

 = { }2 2 2 2 21 1
(2 2 4)(3.1875) 2(2.25) 2(1.25) 4(1.75) (1.25)

2 2
+ + + + +  

 =  60.5625  จูล     คําตอบขอ ง 
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จ) กลอง B หมุนรอบกลอง C ดวยความเรว็เชิงมุม  1.25  เรเดียน/วินาท ี ทิศพุงเขาไปในกระดาษ 
ดังนั้น  ความเร็วของกลอง B เทียบกับกลอง C   =  (1.25)(3)  = 3.75    เมตร/วินาที   ทิศไปทางขวา 
แตกลอง C มีความเร็ว 1 เมตร/วินาที   ทิศไปทางขวา  ดงันั้น  จะไดวา 
ความเร็วของกลอง B = 3.75 + 1 = 4.75  เมตร/วินาที    ทิศไปทางขวา คําตอบขอ จ 

ฉ)  เพราะวา Ek  =  2 2 2
A A B B C C

1 1 1
m v m v m v

2 2 2
+ +  

       =   2 2 21 1 1
(2)(6) (2)(3.75) (4)(1)

2 2 2
+ +  

       =  60.5625 จูล     คําตอบขอ ฉ 
จะเห็นวาเทากบัคําตอบขอ ง) 
คําถาม จากตัวอยางที่ 15 กลอง A มีความเร็ว 6 เมตร/วินาที  ทิศไปทางขวา  และ 
กลอง B มีความเร็ว  4.75 เมตร/วินาที  ทิศไปทางขวา  โดยกลองทั้งสองอยูหางกนั 1 เมตร   
ถาพิจารณาวากลอง B หมุนรอบกลอง A  จงหาความเร็วเชิงมุมในการหมุนนี ้
คําตอบ  ความเร็วของกลอง B เทียบกับกลอง A =  4.75 – 6 = -1.25  เมตร/วินาที   
คือขนาดเปน 1.25 เมตร/วินาที  ทิศไปทางซายมือ  ถากํามือขวาใหนิ้วท้ังส่ีไปไปตามทิศของความเร็ว
คือไปทางซายมือ  หัวแมมือจะพุงเขาไปในกระดาษ  แสดงวาทิศของความเร็วเชิงมุมพุงเขาไปใน
กระดาษ 
ดังนั้น  กลอง B  หมุนรอบกลอง A   ดวยความเร็วเชิงมุม   

ω   =  
1.25

1
  =  1.25    เรเดียน/วินาท ี ทิศพุงเขาไปในกระดาษ 

 
ตัวอยางที่ 16 
 วัตถุแข็งเกร็งประกอบดวยลูกกลม B มวล 1 กิโลกรัม  ลูกกลม C มวล 2 กิโลกรัม  ยึดติดกับคานเบา
ยาว 2.5  เมตร  โดยปลาย A ของคานติดกบับานพับ    ดงัรูป 19  ถาคานหมุนรอบแกนที่ต้ังฉากกับ
กระดาษและผานปลาย A  ดวยความเร็วเชิงมุม  2   เรเดียน/วินาที  ทิศพุงเขาไปในกระดาษ  จงหา
พลังงานจลนของวัตถุนี ้ 
 
 
 
 
 
 
 

 A

 B 

 C 

  รูป 19 

  1m 

 1.5m 
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วิธีทํา 
วิธีท่ี 1   พิจารณาวาวัตถุนี้หมุนรอบแกนหมุนตรึงของบานพับ  แกนนี้ต้ังฉากกับกระดาษและผานจุด A  

ในกรณีแกนหมุนตรึง       Ek  =  21
I

2
ω  จะไดวา 

 Ek   =   ( )2 2 21
(1)(1) (2)(2.5) (2)

2
+   =   27 จูล 

วิธีท่ี 2     
CM ของวัตถุนี้  อยูหางจากจุด A   เปนระยะทาง   2  เมตร    ความเร็วของ  CM หาไดจากสมการ  
v = ωR   คือ    

vCM  =  (2)(2) = 4    เมตร/วินาท ี

จาก    Ek =   2
CM

1
Mv

2
+ 2

CM CM

1
I

2
ω   

เนื่องจาก  ความเร็วเชิงมุมที่วตัถุหมุนรอบแกนที่ผาน  CM  เทากับความเร็วเชิงมุมที่วัตถุหมุนรอบแกน
ท่ีผานจุด  A     ดังนั้น  CMω =  2  เรเดียน/วินาที   และจะไดวา 

 Ek =    ( ) ( )2 2 2 21 1
(1 2)(4) (1)(1) (2)(0.5) (2)

2 2
+ + +  = 27 จูล ตอบ 

 
ตัวอยางที่ 17 ทรงกระบอกบางรัศมี 0.1 เมตร มวล 4 กโิลกรัม กล้ิงโดยไมไถล  โดยจุด 
ศูนยกลางมวลมีความเร็ว 5 เมตร/วินาที  ดงัรูป 20  จงหาพลังงานจลนของทรงกระบอก  
( ทรงกระบอกบาง  CMI = MR2 ) 
วิธีทํา 
วิธีท่ี 1 

พิจารณาวาทรงกระบอกมีท้ังการเลื่อนที่และการหมนุรอบแกนที่
ผานจุดศูนยกลางมวล     
เนื่องจาก   vCM   =  5   เมตร/วินาท ี
 จะได  ความเรว็เชิงมุมรอบแกนที่ผานจดุศนูยกลางมวล 

CMω  =  
5

0.1
   =  50   เรเดียน/วินาท ี

 ดังนั้น   Ek =  2
CM

1
Mv

2
+ 2

CM CM

1
I

2
ω  

    =  21
(4)(5)

2
+  2 21

(4)(0.1) (50)
2
⎡ ⎤⎣ ⎦  

    =   100  จูล 
 

       
A 

รูป 20 

 5 m/s 
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วิธีท่ี 2 
 เนื่องจากจุด A บนทรงกระบอกที่ทรงกระบอกแตะพื้นนัน้อยูนิ่ง(ช่ัวขณะ)  จึงอาจพจิารณาได
วาทรงกระบอกหมุนรอบแกนที่ผานจุด A เพียงอยางเดียวโดยไมมีการเลื่อนที่ 
จากวิธีท่ี 1  CMω    =  50     เรเดียน/วินาที 
ดังนั้น  ความเร็วเชิงมุมที่ทรงกระบอกหมนุรอบแกนที่ผานจุด A   คือ  Aω   =   50   เรเดียน/วินาที  
ดวยเชนกนั 
พลังงานจลนของการหมุนรอบแกนตรึงทีผ่านจุด A หาไดจาก 

   Ek =   2
A A

1
I

2
ω  =   2 2

CM

1
I 4(0.1) (50)

2
+⎡ ⎤⎣ ⎦  

    =   2 2 21
4(0.1) 4(0.1) (50)

2
+⎡ ⎤⎣ ⎦  

    =     100  จูล    เทากับวิธีแรก  ตอบ 
 
ตัวอยางที่ 18 ทรงกระบอกตัน มวล m รัศมี 0.1 เมตร อยูนิ่งสูงจากพื้นราบ 1 เมตร จากนั้นกล้ิงโดย
ไมไถลลงตามพื้นเอียงทํามุม θ  กับแนวระดบั  ดังรูป 21  จงหาวา  จดุศูนยกลางมวลทรงกระบอกมี

ความเร็วเทาใดเมื่อลงมาถึงพื้นราบ  (ทรงกระบอกตนั 2
CM

1
I mR

2
= ) 

 
 

 
 
                          
    
วิธีทํา 
วิธีท่ี 1  จะใชกฎการอนุรักษพลังงาน 
เนื่องจากทรงกระบอกกลิ้งโดยไมไถล  แสดงวาจดุ  A  บนทรงกระบอกที่แตะพื้นเอยีงจะอยูนิ่ง(แตมี
ความเรงพุงเขาหาจุด O)เมื่อเทียบกับพ้ืนเอยีง   แรงเสียดทานเปนแรงเสียดทานสถิตซ่ึงไมทําให
ทรงกระบอกไดรับหรือสูญเสียพลังงาน  แรงตั้งฉาก  N  ก็ไมไดทํางานบนทรงกระบอก  เพราะทิศของ
แรงตั้งฉากกับแนวการเคลื่อนที่ตลอดเวลา   พลังงานกลของทรงกระบอกจึงคงตัว 
พิจารณาวาทรงกระบอกหมนุรอบแกนที่ผานจุด A ดวยอัตราเรว็เชิงมุม  Aω         

ดังนั้น  พลังงานจลนของทรงกระบอก   มีคาเปน 

 Ek =   2
A A

1
I

2
ω  =  2 2

CM A

1
(I m(0.1) )

2
+ ω  

  O 

N 

fA

θ  
รูป 21 

mg 
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  =  2 2 2
A

1 1
m(0.1) m(0.1)

2 2
⎡ ⎤+ ω⎢ ⎥⎣ ⎦

 

   =   0.0075 m 2
Aω   จูล 

เนื่องจากไมมีการสูญเสียพลังงาน  แสดงวา 
พลังงานกลเริ่มตน = พลังงานกลสุดทาย 
ใหพ้ืนราบเปนระดับอางอิงพลังงานศักยโนมถวง  ดังนัน้ 
 m (9.8)(1) = 0.0075 m 2

Aω  
  Aω  = 36.15  เรเดียน/วินาท ี
เพราะวา vCM = CMω R 
แตความเรว็เชิงมุมรอบแกนที่ผานจุดศูนยกลางมวล คือ CMω  มีคาเทากับความเร็วเชิงมุมรอบแกนที่
ผานจุด A คือ   Aω  ดังนั้น  จะไดวา 
  vCM =     (36.15)(0.1) 
   = 3.615  เมตร/วินาท ี  ตอบ 
วิธีท่ี 2 จะใชทอรกเพือ่หาความเรงของจุดศูนยกลางมวล 
พิจารณาวาทรงกระบอกหมนุรอบแกนที่ผานจุด A   ซ่ึงความเรงพุงเขาหาจุดศนูยกลางมวล ดังนั้น 
   Aτ  = IA Aα  
  (mg sin θ )R = 2

CM A(I mR )+ α  

  (mg sin θ )(0.1) = 2 2
A

1
m(0.1) m(0.1)

2
⎡ ⎤+ α⎢ ⎥⎣ ⎦

 

   Aα  = 65.33 sin θ  เรเดียน/วินาที 2 
เพราะวา    aCM = CMα R 
แตความเรงเชงิมุมรอบแกนที่ผานจุดศูนยกลางมวล คือ CMα  มีคาเทากับความเรงเชิงมุมรอบแกนที่
ผานจุด A คือ   Aα  ดังนั้น  จะไดวา   
   aCM = (65.33)(0.1) sinθ  
    = 6.533 sinθ  เมตร/วินาที2 
 เมื่อเร่ิมตน  ทรงกระบอกอยูสูงจากพื้น 1 เมตร ดังนั้นระยะทางที่ทรงกระบอกเคลื่อนที่บนพื้น

เอียงกอนถึงพืน้ราบมีคาเปน 
1

sinθ
  เมตร 

 เนื่องจาก aCM คงตัว  เมื่อใชสมการ  2v =  2u 2a S+  จะไดวา 

   2
CMv  =   0  +  2(6.533 sinθ ).

1

sinθ
 

  vCM =    3.615  เมตร/วินาท ี  ตอบ 
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ตัวอยางที่  19 แทงโลหะทรงกระบอกมวล  1  กิโลกรัม รัศมี  0.2  เมตร มีเชือกพันรอบ 
ผิวนอก จับปลาย A ใหอยูนิ่ง ปลอยใหเคล่ือนที่ในแนวดิง่  ดังรูป 22 (ก) แทงโลหะจะ 
หมุนรอบตัวเอง โดยระนาบของการหมนุคงตัวตลอดการเคลื่อนที่จนจุดศูนยกลางมวลต่ํา 
กวาเดิม 1 เมตร จงหาความเร็วของแทงโลหะ 
 
               
 
 
 
 
 

 
วิธีท่ี 1 ใหจดุ B เปนจดุบนทรงกระบอกที่แตะเชือกที่เวลาใด ๆ  ดังรูป 22 (ข) ความเรงในแนวดิ่งของ
จุด B เปนศูนย(ความเรงในแนวดิ่งของ B = ความเรงของ CM+ความเรงของ B เทียบกบัCM ; ความเรง
ของ CM = 0.2ω ทิศลง ; ความเรงของ B เทียบกับCM = 0.2ω ทิศข้ึน  ความเรงในแนวดิ่งของ B จึง
เปนศูนย)  มีแตความเรงในแนวที่พุงเขาหาจุดศูนยกลางมวล  จึงสามารถใชสมการ τ  =  I α  กับแกน
ท่ีต้ังฉากกับกระดาษและผานจุด B  คือ 
  Bτ   = IB Bα  

 (1)(9.8)(0.2) =   { }2
CM BI (1)(0.2)+ α  

=   { }2 2
B

1
(1)(0.2) (1)(0.2)

2
+ α  

  Bα  = 32.67  เรเดียน/วินาที 2 
 นั่นคือ  ทุก ๆ จุดบนทรงกระบอกจะมีความเรงเชิงมุม 32.67  เรเดียน/วินาที2  รอบแกนหมุนที่
ผานจุด B นี้  เนื่องจากจดุศูนยกลางมวลของทรงกระบอกอยูหางจากจุด B เปนระยะ 0.2 เมตร  
ความเรงของจดุศูนยกลางมวล  หาไดจาก 
  a = α R 
 ดังนั้น aCM =  (32.67)(0.2) 
   = 6.53 เมตร/วินาที 2 
เนื่องจากความเรงคงตัวใชสมการ  v2  =  u2+2aS    จะได 
  2

CMv  = 0 + 2(6.53)(1) 
  vCM = 3.61 เมตร/วินาท ี    ตอบ 
 

 

A 

รูป 22 (ก) 

A 

T

mg
(ข) 

B
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วิธีท่ี 2   
 ถาดูท้ังเชือกและทรงกระบอกเปนระบบ พลังงานของระบบมีแตพลังงานกล  แตเชือกเปน
เชือกเบา  ระบบจึงมีแตพลังงานกลของทรงกระบอก  เนื่องจากจับปลาย A ใหอยูนิ่ง  มือไมไดทํางาน  
งานที่ทําตอระบบเปนศูนย   พลังงานกลของทรงกระบอกจึงคงตัว  
 ใหแนวระดับที่ผานจุดศูนยกลางมวล เมื่อตอนเริ่มปลอยทรงกระบอกเปนระดับอางอิง
พลังงานศักยโนมถวง 
 ดังนั้น  พลังงานกลเริ่มตนเปนศูนย 
 พลังงานกลสุดทาย ประกอบดวย 2 สวนคือ 
      พลังงานศักยโนมถวง   =   -(1)(9.8)(1) 
     =   -9.8  จูล 
     และ พลังงานจลนของทรงกระบอก  โดยถาพิจารณาวาทรงกระบอกหมุนรอบแกนซึ่งผาน
จุด B   โดยไมมีการเลื่อนที่  จะไดวา     

        kE   =   { }2 2 2
B

1 1
(1)(0.2) (1)(0.2)

2 2
+ ω  

    =   0.03 2
Bω  จูล 

เนื่องจากพลังงานกลคงตัวคือ 
 พลังงานกลเริ่มตน = พลังงานกลสุดทาย 
   0 = -9.8 + 0.03 2

Bω  
   Bω  = 18.07 เรเดียน/วินาท ี
 เนื่องจาก v = ωR 
 จะได  vCM = (18.07)(0.2) 
    = 3.61 เมตร/วินาท ี   ตอบ 
 
ตัวอยางที่ 20 แทงโลหะทรงกระบอกมวล 1 กิโลกรัม รัศมี 0.1 เมตร มีเชือกพันรอบผิวนอก เมื่อ
เร่ิมตนทรงกระบอกอยูนิ่ง สูงจากพื้น 5 เมตร ใชมือดึงปลายเชือก A ข้ึนดวยความเรง 2 เมตร/วินาที 2 
ดังรูป 23 (ก) ทําใหระนาบของการหมุนคงตัวตลอดการเคลื่อนที่ เมื่อเวลาผานไป 1 วนิาที จงหา  
 
 
 
 
 
 
 

A 

รูป 23 (ก) mg

a =  2 m/s2  
A 

B 

T 

(ข) 
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ก)  ความเร็วของทรงกระบอก     ข)  ทรงกระบอกอยูสูงจากพื้นกีเ่มตร 
ค)  พลังงานกลของทรงกระบอกเปลี่ยนไปจากเดิมเทาใด   ง)  งานที่มือทํา 
วิธีทํา 
ใหจดุ B เปนจดุบนทรงกระบอกที่แตะเชือกที่เวลาใด ๆ   

ขณะนีเ้ราไมรูวาความเรงของจุดศูนยกลางมวลของทรงกระบอกมีทิศขึน้หรือลง   เราจะสมมติ
วามีทิศลง   
จาก  extF∑v     =   CMmav   ดังนั้น จะไดวา mg  มีคาเปนบวก  และ T  มีคาเปนลบ  คือ 

1(9.8) – T   =    1aCM    (ก) 
คราวนี้จุด B มีความเรงในแนวดิ่งดวย  ความเรงของจุด B จึงไมไดพุงเขาหาจุดศูนยกลางมวล   ดังนัน้  
สมการ  τ=  I α  ใชไดกับแกนทีต้ั่งฉากกับกระดาษและผานจดุศูนยกลางมวลเทานั้น คือ 
  CMτ   =       ICM CMα  

  (0.1) T  =      { }2
CM

1
(1)(0.1)

2
α   

        T  =        0.05 CMα     (ข) 

 ท่ีเวลาใด ๆ ความเรงในแนวดิ่งของจุด B และจุด A มีคาเทากัน  คือ  2 เมตร/วินาที 2 
ทิศขึ้นโดยความเรงของจุดศนูยกลางมวลเทียบกับจดุB คือ (0.1) CMα  เมตร/วินาที 2 มีทิศลง  เนื่องจาก

เราสมมติวาจดุศูนยกลางมวลของทรงกระบอกมีทิศลง ดังนั้น 
   aCM  =       0.1 CMα -  2   (ค) 
 จากสมการ (ก)  (ข) และ (ค)  จะได 
       T =       3.9333      นิวตัน 
     CMα  =       78.6667     เรเดียน/วินาที 2 
      aCM =       5.8667 เมตร/วินาที 2  ทิศพุงลง 
 เนื่องจาก  ความเรง aCM  คงตัว จึงใชสมการ v = u + at ได  ดังนั้น  เมื่อเวลาผานไป 1 วนิาที  
จะได 
  vCM   =      0 + 5.8667(1) =     5.8667 เมตร/วินาท ี คําตอบขอ ก 
 เมื่อเวลาผานไป 1 วินาที ทรงกระบอกเคลือ่นที่ลงเปนระยะทาง 

  S    =  0 + 2)1)(8667.5(
2
1 =    2.9334     เมตร    

ดังนั้น  ทรงกระบอกอยูสูงจากพื้น  5 – 2.9334  =     2.0666    เมตร     คําตอบ
ขอ ข 
   ความเรงเชิงมุม  CMα   คงตัว จึงใชสมการ  ω  =  0ω  +  α t  ได  ดังนัน้ เมื่อเวลาผานไป 1 
วินาที  จะได 
  ω    =  0 + 78.6667(1) =  78.6667   เรเดียน/วินาท ี               
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 ใชแนวระดับที่ผานจุดศูนยกลางมวลของทรงกระบอกเมื่อตอนเริ่มตนเปนระดับอางอิง
พลังงานศักยโนมถวง  โดยเมื่อเร่ิมตนกระบอกอยูนิ่ง   จะได 
 พลังงานกลเมือ่เร่ิมตน   =  0 
 พลังงานศักยสุดทาย      =   -(1)(9.8)(2.9334)    =    -28.7473        จูล 

และ   พลังงานจลนสุดทาย     =  2
CM

1
mv

2
+  2

CM

1
I

2
ω  

 =   2)8667.5)(1(
2
1 +  22 )6667.78()1.0)(1(

2
1

2
1

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧  

    =    32.6802   จูล 
จะไดวา  พลังงานกลสุดทาย  =   (-28.7473 + 32.6802)   =  3.9329 จูล 
นั่นคือ พลังงานกลเพิม่ข้ึน    =  3.9329 - 0    =   3.9329     จูล  คําตอบขอ ค 
เนื่องจาก  มือเคล่ือนที่ดวยความเรง 2 เมตร/วินาที 2 เปนเวลา 1 วินาที 

ดังนั้น  ระยะทางที่มือเคล่ือนที่  =  21
(2)(1)

2
    =  1   เมตร 

จากกฏการเคลื่อนที่ขอท่ี 3  แรงที่มือดึงเชอืกเทากับแรงที่เชือกดึงมือ (แรงตึงเชือก) คือ 3.93 นิวตัน 
ดังนั้น  งานทีมื่อทํา   =   (3.9333)(1)   =   3.9333   จูล    
จะเห็นวาพลังงานกลของทรงกระบอกที่เพิม่ข้ึนไดมาจากงานของมือ ท่ีตางกันเพราะการปดเศษ 

 คําตอบขอ ง 
ตัวอยางที่ 21 ทรงกลมมวล m รัศมี R  เมื่อเร่ิมตนถูกโยนโดยไมหมุนไปในแนวราบดวยความเรว็
ตน v0 ไปบนพื้นราบ ซ่ึงมีสัมประสิทธ์ิความเสียดทานจลนระหวางพืน้กับทรงกลมเปน kμ  ดังรูป 24 
(ก)   จากนัน้ทรงกลมไถลไปตามพื้นโดยทศิของความเร็วเชิงมุมไมเปล่ียน  จงหา 
ก) เวลา t หลังจากโยน  ท่ีทรงกลมเริ่มกล้ิงโดยไมไถล 
ข) ความเร็วเชิงเสนและเชิงมมุของทรงกลม เมื่อเวลา t 
 

 
 
 
 
 
วิธีทํา 
 แรงที่กระทําตอทรงกลม  แสดงดังรูป 22 (ข) 
 จาก extF∑v = CMMav  

 ในแนวดิ่ง   CMav  =  0  ดังนั้น 

v0 

รูป 24 (ก) 

  N 

  mg   fk 

  (ข) 
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      N – mg =   0 
      N  =   mg 
ให   a  เปนความเรงของจุดศนูยกลางมวลในแนวระดับ    จะได 
   fk    =     ma 

         a =   kf

m
      (ก) 

 ทิศของความเรงไปทางซายตามทิศของ fk 
เพราะวา         fk    =    kμ N   =  kμ mg   (ข) 
 แทน (ข) ใน (ก) จะได 
   a =  kμ g      (ค) 
 เนื่องจากทกุจดุบนทรงกลมมีความเรง   สมการ  τ=  Iα  จึงใชไดเฉพาะแกนหมุนที่ต้ังฉาก
กับกระดาษและผานจุดศูนยกลางมวล  คือ 
  CMτ    =  CM CMI α   

   fkR    =   2
CM

2
mR

5
α      (ง)  

จากสมการ (ข)   และ (ง)  จะได    

  CMα   =   k5 g

2R

μ
     (จ) 

จากสมการ (ค)    a   =  kμ g   ซ่ึงคงตัว  ดังนั้น  เมื่อเวลาผานไป  t  ความเร็ว 
        v  =   v0 - kμ g t     (ฉ) 

 ทํานองเดียวกนั  ความเรงเชงิมุม CMα   =  k5 g

2R

μ
  คงตัว  ดังนั้น  เมื่อเวลาผานไป  t  ความเร็ว

เชิงมุม 

       ω     =   0 + k5 g

2R

μ
t     (ช) 

ทรงกลมกลิ้งโดยไมไถล เมื่อ v  =  ωR  ดังนั้น  จาก (ฉ) และ (ช)  จะได 

        v0 - kμ g t   =   k5 g

2R

μ
tR 

          t     =    0

k

v2

7 gμ
     คําตอบขอ ก 

แทนคา t ลงในสมการ (ฉ) และ (ช) จะได 

 ความเร็วเชิงเสน     =    0

5
v

7
 

 ความเร็วเชิงมมุ      =    0v5

7 R
      คําตอบขอ ข 
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ตัวอยางที่ 22 ไมสม่ําเสมอ ยาว L มวล m ต้ังอยูบนพืน้ล่ืนในแนวดิ่ง  ตอมาผลักทอนไมนี้จาก
แนวดิ่งเล็กนอย  แลวปลอยใหลมเอง  จงหาอัตราเร็วเชิงมุมของทอนไม  รอบแกนทีต้ั่งฉากกับกระดาษ
และผานจุดศนูยกลางมวล  ขณะที่ไมกําลังจะฟาดพื้น 
วิธีทํา 

ต้ังแกน x และ y  โดยเมื่อเร่ิมตนใหไมอยูในแนวแกน y  ดังรูป 25  
 เนื่องจากพื้นล่ืน  แสดงวาไมมีแรงในแนวระดับ (แรงเสียด
ทาน) กระทําตอไม  ดังนั้น  CM ของไม  จงึอยูในแนวแกน  y 
ตลอดเวลา 
               และเนื่องจากพืน้ล่ืน  ทอนไมไมมีการสูญเสียพลังงานกล  
ดังนั้น  พลังงานกลจะคงตวั (แรงตั้งฉากของพื้นที่กระทําตอไม  อยูใน
แนวตั้งฉากกบัพื้นและขยับตามปลาย A ทิศการเคลื่อนที่กับทิศของแรง
ต้ังฉากกันตลอดเวลา  จึงไมมีงานของแรงตั้งฉากของพื้น)  
 

วิธีท่ี 1  

พิกัดของจดุศนูยกลางมวลที่เวลาใด ๆ คือ  xCM  =  0  และ  yCM  =  
L

cos
2

θ  

ดังนั้น  อัตราเร็วของ CM ,  CMy& = ( )L
sin

2
− θ θ&        (ก) 

เมื่อเร่ิมตน  ไมมีพลังงานศักยโดยไมมีพลังงานจลน  เนื่องจากพลังงานกลคงตัว ดงันั้น 
พลังงานศักยเร่ิมตน  =   พลังงานจลนในการเลื่อนที่ของจุดศูนยกลางมวล + พลังงานจลน 
           ของการหมุนรอบจุดศูนยกลางมวล + พลังงานศักยท่ีมุม θ  ใด ๆ 
ใหพ้ืนเปนระดับอางอิงพลังงานศักยโนมถวง   จะได 

 mg
L

2
  =  2 2

CM CM CM

1 1 L
my I mg cos

2 2 2
+ ω + θ&         (ข) 

เมื่อ CMω  คืออัตราเร็วเชิงมุมรอบแกนที่ต้ังฉากกับกระดาษและผานจุดศูนยกลางมวล 

 จากรูป 23  จะเห็นวา CMω  = 
d

dt

θ
 = θ&  

แทน (ก) ลงใน (ข) จะได 

 mg
L

2
  =  

2
2 2 2 2
CM CM

1 L 1 1 L
m sin mL mg cos

2 4 2 12 2
⎛ ⎞ ⎛ ⎞ω θ + ω + θ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎝ ⎠

   (ค) 

อัตราเร็วเชิงมมุ CMω  ท่ีมุม θ  ใด ๆ  หาไดจากสมการ (ค)  
เมื่อไมฟาดพืน้พอดี  θ  =  90o   ดังนั้น sinθ  = 1  และ cosθ  = 0 

x

y 

A O

B 

  θ  

 รูป 25 
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จากสมการ (ค) จะไดวา   ω    =  
3g

L
      

วิธีท่ี 2  
 ขณะที่ไมกําลังจะฟาดพื้น  ปลาย A จะอยูนิ่งเทียบกับพืน้  จึงพิจารณาไดวาไมหมุนรอบแกน
ตรึงที่ต้ังฉากกบักระดาษและผานปลาย A ดวยอัตราเรว็เชิงมุม Aω  ดังนั้น 
พลังงานศักยเร่ิมตน = พลังงานจลนของการหมุนรอบปลาย A + พลังงานศักยขณะฟาดพื้น 

  mg
L

2
  =  2

A A

1
I 0

2
ω +  

    =   2 2
A

1 1
mL

2 3
⎛ ⎞ ω⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

  Aω        =   
3g

L
       

แตอัตราเร็วเชิงมุมที่ไมหมุนรอบแกนที่ผานปลาย A  เทากับอัตราเร็วเชิงมุมที่ไมหมุนรอบแกนที่ผาน 

CM       ดังนั้น  จะไดวา  CMω       =   
3g

L
     

ตัวอยางที่ 23 ทอนไมสม่ําเสมอยาว L มวล m ปลายดานหนึ่งพิงผนังล่ืน สวนปลายอกีดานหนึ่งอยู
บนพื้นล่ืน  ดังรูป 26 เมื่อเร่ิมตนจับทอนไมใหอยูนิ่งโดยเอียงทํามุม 0θ  กับพื้น  เมื่อปลอยใหทอนไม
เคล่ือนที่  ทอนไมนี้จะหลุดจากผนังหรือไม  ถาหลุด  จะหลุดเมื่อทอนไมเอียงทํามุมเทาใดกับพืน้ 
วิธีทํา 
ต้ังแกน x , y  ดังรูป 

 พิกัดของจดุศนูยกลางมวลของทอนไม  คือ 

 xCM  =  
L

cos
2

θ            (ก) 

 yCM  =  
L

sin
2

θ            (ข) 

       
            จากสมการ (ก) หาอนุพันธเทียบกบัเวลา จะได 

 CMx&  =   
L

(sin )
2

− θ θ&  (ค) 

หาอนุพันธอีกครั้ง จะได 

   CMx&&    =   ( ) ( ){ }2L
sin cos

2
− θ θ+ θ θ&& &  

 แรงในแนวระดับที่กระทําตอไม   มีแรงทีผ่นังทําตอไม   คือ N2 ดังนั้น 

y 

x 

θ 
O 

N1 

mg 

N2 

 รูป 26 
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  N2     =  m CMx&&   =  ( ) ( ){ }2L
m sin cos

2
− θ θ+ θ θ&& &  (ง) 

 จากสมการ (ข) หาอนุพันธเทียบกับเวลา จะได 

    CMy&   =   
L

(cos )
2

θ θ&    (จ) 

เพราะวา พลังงานจลน  Ek  =   2 2
CM CM CM

1 1
mv I

2 2
+ ω  

     =   ( ) 22 2 2
CM CM

1 1 1
m x y mL

2 2 12
⎛ ⎞+ + θ⎜ ⎟
⎝ ⎠

&& &    

=   2 21
mL

6
θ&  

 เนื่องจากกําแพงและพืน้ล่ืน ดังนั้น  ในระหวางไถลทอนไมไมมีการสูญเสียพลังงานกล  จะได
วา  พลังงานกลเริ่มตน =  พลังงานกลสุดทาย 
 เลือกพื้นเปนระดับอางอิงพลังงานศักยโนมถวง 

   0

L
mg sin

2
θ   =     2 21

mL
6

θ&  + 
L

mg sin
2

θ  

        2θ&   =   0

3g
(sin sin )

L
θ − θ   (ฉ) 

 หาอนุพันธสมการ (ฉ) เทียบกับเวลา จะได 

          2θθ& &&   =     
3g

(cos )
L

− θ θ&   

 หารตลอดดวย θ&  

           2θ&&     =     
3g

cos
L

− θ    (ช) 

 ไมจะหลุดจากผนัง เมื่อ N2 = 0 ดังนั้น จากสมการ (ง) จะได 

        2(sin ) (cos )θ θ+ θ θ&& &   =     0 

 แทนคา 2θ& และ θ&&   จากสมการ (ฉ) และ (ช) ลงไป  จะได 

             sin θ  =    0

2
sin

3
θ  

             θ    =     1
0

2
sin ( sin )

3
− θ  

 นั่นคือ ไมจะหลุดจากผนัง  โดยจะหลุดจากผนัง  เมื่อ 

             θ   =    1
0

2
sin ( sin )

3
− θ    ตอบ  
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12 งานของทอรกเม่ือวัตถุแข็งเกร็งหมุนรอบแกนตรึง 
 เมื่อวัตถุแข็งเกร็งหมุนรอบแกนตรึง  ช้ินสวนแตละช้ินของวัตถุจะเคลือ่นที่ในระนาบ  เพื่อ
ความสะดวกใหระนาบนี้เปนระนาบของกระดาษ 
 สมมติมีแรง F

v  ซ่ึงอยูในระนาบกระดาษกระทําตอวัตถุ  ถา r  เปนระยะจากจุด O ซ่ึงอยูนิ่ง 
(บนแกนหมนุ) ไปยังวัตถุ  เมื่อวัตถุขยับไปเล็กนอย  มุมที่ r กวาดไปจะเปนมุมเล็กๆ dθ   เรเดียน และ
ระยะทางทีแ่รงเคลื่อนที่ (วัตถุเคล่ือนที่) เทากับ r dθ  เมตร  ดังรูป 27 
 
  
    
 
 
 
ถาแยกแรง F

v เปน  2  องคประกอบ  คือ 
 F⊥  คือ แรงในแนวที่ต้ังฉากกับ r 
 //F   คือ แรงในแนวที่ขนานกับ r 
งานนอย ๆ  dW ของแรง  F

v  เมื่อขยับเปนระยะทางสั้นๆ r dθ  เมตร หาไดจาก 
  dW    =    F⊥  r dθ  จูล 
 แต F⊥  r   คือ ทอรก  τ   ของแรง  F

v   คิดรอบจุด O 
ดังนั้น     dW   =    τ dθ       (24) 
สมการ (24) บอกถึงงานยอย ๆ เนื่องจากทอรก  เมื่อวัตถุหมุนเล็กนอย งานทั้งหมดเมื่อหมุนเปนมุม
ใหญๆไดจากการรวมงานยอยๆเหลานี้ ดวยการอินทิเกรตนั่นเอง 
 
 
ตัวอยางที่ 24 แทงไมสม่ําเสมอยาว L มีมวล m ปลายหนึง่ติดบานพับไวกับพืน้ที่จุด A ดังรูป 28  
เมื่อเร่ิมตนไมอยูนิ่งโดยทํามมุ 60o  กับพื้น  จากนั้นปลอยใหไมเคล่ือนทีจ่นกระทั่งทนัทีท่ีจะกระทบพื้น   
จงหา 
 

 
ก) งานทั้งหมดที่แรงโนมถวงกระทําตอไม 
ข) พลังงานจลนของไมท่ีเปล่ียนไป 
ค) ความเรงของปลาย B 
                             

θd
r

r dθ  

O 

  F
v

   รูป 27 

mg

A 
θ

  รูป 28 

  B 
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วิธีทํา 
ก) 
วิธีท่ี 1 ให  θ  เพิ่มข้ึน เมื่อไมหมุนทวนเข็มนาฬกิา  หรือก็คือ ใหทิศของความเร็วเชิงมุม  ความเรง
เชิงมุม  และทอรก  มีคาเปนบวกเมื่อมีทิศพุงออกจากกระดาษ    ดังนั้น  จะไดวา   
ทอรกของแรงโนมถวงคิดรอบจุด A 

  Aτ  =  
L

mg cos
2

− θ  

เนื่องจาก dW  =   dτ θ  

ดังนั้น  dW  =   
L

mg cos d
2

− θ θ    (ก) 

ความหมายของ  สมการ (ก) คือ เมื่อไมหมุนแบบทวนเขม็ไปเปนมุมเล็ก ๆ     dθ  เรเดียน   งานของ
แรงโนมถวงทีทํ่าตอไมหาไดจากสมการ (ก) 
ดังนั้น  งานทั้งหมดของแรงโนมถวงตั้งแตเมื่อไมทํามุม 60o ถึง 0o   หาไดจาก 

  W  =   
0

3

L
mg cos d

2π
θ=

− θ θ∫  

   =    [ ] .
0

3

L
mg sin

2 π
θ=

− θ  

   =    
L 3

mg 0
2 2
⎛ ⎞− −⎜ ⎟
⎝ ⎠

    =    
3

mgL
4

 คําตอบขอ ก 

 
วิธีท่ี 2  แรงโนมถวงที่กระทําตอไม  มีทิศพุงลงในแนวดิ่ง  โดยคิดไดคลายกับวากระทําที่จุดศนูยกลาง
มวลของไม 

 ระยะทางตามแนวแรงที่แรงเคลื่อนที่มีคาเปน 
L

sin60
2

o  = 
3

L
4

 

ดังนั้น  งานของแรงโนมถวง  =   
3

mgL
4

   คําตอบขอ ก 

 
ข) จะหาพลังงานจลนท่ีเปล่ียนไปโดยใชวิธี 3 วิธี 
วิธีท่ี 1  จากหลักของงาน-พลังงานจลน คือ W = kEΔ  
งานที่แรงโนมถวงกระทําบนไม จะเทากับพลังงานจลนของไมท่ีเปล่ียนไป  
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 เมื่อเร่ิมตนไมอยูนิ่ง  พลังงานจลนเปนศนูย  และจากขอ ก) งานที่แรงโนมถวงทําตอไมมีคาเปน  
3

mgL
4

  ดังนั้น 

 พลังงานจลนแทงไมเพิ่มข้ึน 
3

mgL
4

    คําตอบขอ ข 

วิธีท่ี 2  แทนที่จะพิจารณาวาแรงโนมถวงทํางาน  อาจพิจารณาวาเปนพลังงานศักยโนมถวงแทน   ซ่ึง
จะไดวา 
  พลังงานกลเมือ่เร่ิมตน = พลังงานกลเมือ่สุดทาย 
   ki piE E+  = kf pfE E+  

 ถาเลือกพื้นเปนระดับอางอิงโนมถวง  จะได 

         0 + 
L

mg sin 60
2

o  = kfE 0+  

            kfE  =   
3

mgL
4

 

  คือ พลังงานจลนเพิ่มข้ึน 
3

mgL
4

   คําตอบขอ ข 

วิธีท่ี 3 จะหาความเรงเชิงมุม  ความเร็วเชิงมุม  แลวจึงไปหาพลังงานจลน 
 เนื่องจากจุด A ซ่ึงติดบานพับนั้นอยูนิง่  ดังนั้น  สมการ τ  = Iα  จึงใชไดกับแกนซึ่งตั้งฉาก
กับกระดาษและผานจุด A คือ 
   Aτ  = A AI α  
เนื่องจากเราใหทิศพุงออกจากกระดาษเปนบวก  ดังนั้น  จะไดวา 

         −  
L

mg cos
2

θ   =   2
A

1
mL

12
α  

ดังนั้น      Aα   =   −
6g cos

L

θ
 

เพราะวา    Aα   =   Ad

dt

ω
    =    Ad d

d dt

ω θ
⋅

θ
    =    A

A

d

d

ω⎛ ⎞ω⎜ ⎟θ⎝ ⎠
 

 หรือ         Aα dθ     =    Aω Adω  

ดังนั้น          
6g cos

L

θ
−  dθ    =    Aω Adω  

 อินทิเกรตตั้งแตเร่ิมตน คือ θ  = 
3

π . โดย  Aω  =  0   จนถึงสุดทาย  คือ θ  = 0. โดย   Aω =  

Aω   ใด ๆ   จะได 
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.

0

3

6g cos
d

Lπ
θ=

θ
− θ∫   =   

A

A A

0

d
ω

ω ω∫  

   [ ] .
0

3

6g
sin

L π
θ=

− θ    =    
A2

A

02

ωω⎡ ⎤
⎢ ⎥⎣ ⎦

   

      2
Aω   =     

g
6 3

L
 

 พลังงานจลนของทอนไม     =   2
A A

1
I

2
ω  

พลังงานจลนของทอนไม              =   21 1
( mL )

2 12
(

g
6 3

L
) 

           =    
3

mgL
4

 

  เร่ิมตนพลังงานจลนทอนไมเปนศูนย 

  ดังนั้น พลังงานจลนเพิ่มข้ึน 
3

mgL
4

   คําตอบขอ ข 

ค) ความเรงของปลาย B มี 2 สวนประกอบ คือ  
 สวนประกอบในแนวสัมผัสกับแนวการเคลื่อนที่ ta  = A Lα   

และ   สวนประกอบในแนวเขาสูศูนยกลาง Ca  = 2 Lω  

จากวิธีท่ี 3 ขอ ข) เมื่อไมอยูในแนวระดับขนาดของความเรงเชิงมุม Aα  = 
6g

L
      และ  2ω  = 

g
6 3

L
   ดังนั้น  

 at = 
6g

L
L

  =  6g 

และ       ac = 
g

6 3 L
L

 =    6 3 g    ดังนั้น  จะไดวา 

 a =     2 2
t C(a ) (a )+  = 12 g   คําตอบขอ ค 
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ภาคผนวก ก 
ทฤษฎีแกนขนานและทฤษฎแีกนตั้งฉาก 

1) ทฤษฎีแกนขนาน (parallel-axis theorem) 
วัตถุแข็งเกร็งรูปรางอะไรก็ได  มวล m  มีโมเมนตความเฉื่อยรอบแกนที่ผานจุด 

ศูนยกลางมวลเปน ICM  จะไดวา  โมเมนตความเฉื่อย I  ของวัตถุนี้รอบแกนใด ๆ  ซ่ึงขนานกับแกนที่
ผานจุดศูนยกลางมวลและอยูหางกนัเปนระยะ  h  มีคาเปน 

  I   =   2hmI MC +     (ก 1) 
สมการขางบนนี้เรียกวา  ทฤษฎีแกนขนาน  

--พิสูจนทฤษฎีแกนขนาน 
 
 
    
   
 
 
 
 
 
 

 
ให  O  เปนจุดศนูยกลางมวลของวัตถุซ่ึงมีรูปรางใด ๆ    ต้ังแกน x , y และ z            ใหจดุ

กําเนิดอยูท่ีจุด O   ดังรูป ก1   โดยแกน z พุงออกจากกระดาษ 
 ให  ICM  เปนโมเมนตความเฉื่อยรอบแกนที่ผานจุดศูนยกลางมวล (แกน z) 
        I เปนโมเมนตความเฉื่อยรอบแกนที่ขนานกบัแกน z และผานจุด P โดย 
อยูหางจากแกน z เปนระยะ h  ระยะตามแนวแกน x และ y ของจุด P เทากับ a และ b ตามลําดับ 
โมเมนตความเฉื่อยของวัตถุกอนนี้รอบแกนซึ่งผานจุด P หาไดจาก 

  I   =   2r dm∫  

      =   2 2(x a) (y b) dm− + −⎡ ⎤⎣ ⎦∫  

 โดยการอินทิเกรตเปนการอนิทิเกรตทั่วท้ังกอนของวัตถุ 
จัดพจนใหมจะได 

 I  =     2 2 2 2(x y )dm 2a xdm 2b ydm (a b )dm+ − − + +∫ ∫ ∫ ∫        (ก 2) 

x 

y 

  O 
CM 

a 

   h 
    P

r

x-a

y-b

b

dm

รูป ก1 



การหมุนและการกลิ้งในระนาบ   คายสอวน.ฟสิกส ม.ศิลปากร    ผศ.ดร.ธีระพันธุ สันติเทวกุล 49

 จากนยิามของจุดศูนยกลางมวล    xCM   =  
m

mdx∫   

 เนื่องจากเราตัง้แกนใหจดุกําเนิดทับจดุศูนยกลางมวล  แสดงวา  xCM  =  0 

และจะไดวา   xdm∫  =  0 

ในทํานองเดียวกัน  จะได   ydm∫   =  0 

 ดังนั้น  จากสมการ (ก2)  จึงเปน 

  I   =    2 2 2 2(x y )dm (a b )dm+ + +∫ ∫  

       =    ICM+( )2 2a b dm+ ∫  

       =    ICM+ (a2+b2) m 
  I   =   2hmI MC +     (ก3)* 
 ตามที่ตองการ 
2)ทฤษฎีแกนตั้งฉาก (perpendicular axis theorem) 

วัตถุแข็งเกร็งซ่ึงมีรูปรางแบนราบในระนาบ  สําหรับพิกดัฉากชุดชุดใดๆซึ่งจุด 
กําเนิดอยูในระนาบของวัตถุ  โมเมนตความเฉื่อยรอบแกนที่ต้ังฉากกับระนาบ  จะเทากับผลบวกของ
โมเมนตความเฉื่อยรอบแกนทั้งสองที่เหลือท่ีอยูในระนาบของวัตถุ 
--พิสูจนทฤษฎีแกนตั้งฉาก  
 ใหวตัถุอยูในระนาบ yx  โดยแกน z  พุงออกจากกระดาษ ดังรูป (ก2) 
 

 

•

o  

r  

x  md

y

x

y  

รูป ก 2 
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 พิจารณาสวนยอยของวตัถุนี ้ ซ่ึงมีมวล md  กิโลกรัม  อยูหางจากแกน yz, และ x  
เปนระยะทาง xr,  และ y  เมตร ตามลําดับ 
 โมเมนตความเฉื่อยรอบแกน z ;  โมเมนตความเฉื่อยรอบแกน z ;  ∫= mdrI z

2  

 โมเมนตความเฉื่อยรอบแกน x ;  ∫= mdyI x
2  

 โมเมนตความเฉื่อยรอบแกน y ;  ∫= mdxI y
2  

แต   222 yxr +=  
ดังนั้น ∫ ∫ ∫∫ +=+=+== xyz IIdmydmxmdyxmdrI 22222 )(  

คือ โมเมนตความเฉื่อยรอบแกนที่ต้ังฉากกับระนาบ  จะเทากับผลบวกของโมเมนตความเฉื่อยรอบแกน
ท้ังสองที่เหลือท่ีอยูในระนาบของวัตถุ 

 
 

ภาคผนวก ข 
ความสัมพันธระหวางทอรกกับโมเมนตัมเชิงมุม  

ในกรณีระบบอนุภาคและวัตถุแข็งเกร็ง 
--- พ้ืนฐานสําหรับนักเรียนที่ไมคุนเคยกับการหาอนุพันธของเวกเตอร 
        ในกรณีหาอนุพันธของผลคูณของสเกลาร  เรารูวาเทากับ “หนาดฟิหลังบวกหลังดิฟหนา”   
ตัวอยางเชน 

 4223
3

2
2

323 5)3()2()( xxxxx
dx
dxx

dx
dxxxx

xd
d

=+=+=  

ซ่ึงเทากับ 4
5

5x
dx
dx

=  

       ในกรณีหาอนุพันธของ cross product ก็จะคลายกัน แตหามสลับอันดับ  คือ 

 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
×+×⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=×

dt
BdAB

dt
AdBA

dt
d

v
vv

v
vv
)( = BABA &vvv&v ×+×  

 การใสจุดขางบนเปนการเขยีนแบบยอ หมายถึงการหาอนุพันธเทียบกับเวลา จดุเดยีวเปน
อนุพันธอันดบัหนึ่ง  สองจดุเปนอนุพันธอันดับสอง 

ตัวอยางเชน  [ ]ktjtjtit
dt
d ˆˆ()ˆˆ( 223 −×+  = 

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −×++−×⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ + )ˆˆ()ˆˆ()ˆˆ()ˆˆ( 223223 ktjt

dt
djtitktjtjtit

dt
d  

 = +−×+ )ˆˆ()ˆ2ˆ3( 22 ktjtjtit )ˆ2ˆ()ˆˆ( 23 ktjjtit −×+  
Cross ทีละพจนคลายๆกับ (a+b) (c+d) = ac+ad+bc+bd   จะได 
 = itjtktitjtkt ˆ20ˆ2ˆˆ20ˆ3ˆ3 343343 −+++−++  
 =  ktjtit ˆ4ˆ5ˆ4 343 ++−  
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ซ่ึงเทากับ [ ]ktjtjtit
dt
d ˆˆ()ˆˆ( 223 −×+  = [ ]itjtkt

dt
d ˆ0ˆˆ 454 −++  

 =  itjtkt ˆ4ˆ5ˆ4 343 −+ = ktjtit ˆ4ˆ5ˆ4 343 ++−  
--- ตอไปเราจะหาความสัมพันธระหวางทอรกกับโมเมนตัมเชิงมุม  
(จาก Mechanics  ของ K.R. Symon  แตยกตัวอยางโดยใชระบบอนุภาคที่ประกอบดวยอนภุาคเพยีง 2 
ตัว เพื่อใหนกัเรียนเขาใจไดงาย)   
 เพื่อความชัดเจนจะใชระบบที่ประกอบดวยอนุภาค 2 ตัว เปนตัวอยาง ซ่ึงถาเขาใจแลวก็จะ
เขาใจกรณีระบบที่ประกอบดวยอนุภาคมากกวานี ้
 สมมติ มีอนุภาค 2 ตัว มวล m1 และ m2   ดังรูปที่  ข 1 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
โดย    ext

1F
v  เปนแรงภายนอกระบบที่กระทําตอมวล  m1  

ext
2F
v   เปนแรงภายนอกระบบที่กระทําตอมวล  m2  

           12f
v

    เปนแรงภายในระบบที่มวล m2 กระทําตอ m1   
           21f

v
    เปนแรงภายในระบบที่มวล  m1 กระทําตอ  m2  

 O    เปนจุดที่อยูนิ่ง 
 Q    เปนจุดใด ๆ  ซ่ึงไมจําเปนตองอยูนิ่ง 
 Qr

v   เปนเวกเตอรตําแหนงของจดุ Q เทียบกับ O 

    1r
v และ 2r

v  เปนเวกเตอรตําแหนงของมวล m1 และ m2 ตามลําดับ  เทียบกับ O  
    1Qrv และ 2 Qrv  เปนเวกเตอรตําแหนงของมวล m1 และ m2 ตามลําดับ  เทียบกับ Q 

เพราะวา    1Qrv  =    1r
v - Qr
v      

หาอนุพันธเทยีบกับเวลา  จะได   1Qrv&  =    1r
v& - Qr
v&  

และเพราะวา   2 Qrv   =    2r
v - Qr
v   

หาอนุพันธเทยีบกับเวลา  จะได 2 Qrv&  =    2r
v& - Qr
v&  

โมเมนตัมเชิงมุมของมวล m1 เทียบกับจดุ Q หาไดจาก 

ext
1F
v  ext

2Fv

21f
v

12f
v

1m  2m

2r
v

O

Q
Qr
v

1r
v  Q1r

v Q2r
v

  รูปท่ี ข 1 

  •     •  
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    1QL
v  =    1Q 1 1Qr m r×v v&  

             =     1 1 Q 1 Qm ( r r ) ( r r )− × −v v v v& &  

หาอนุพันธเทยีบกับเวลา จะได 

    1Q

d
L

dt
v

  =   1 1 Q 1 Q 1 1 Q 1 Qm ( r r ) ( r r ) m ( r r ) ( r r )− × − + − × −v v v v v v v v& & & & && &&   

พจนแรกทางขวามือเปนศูนยเพราะ 1 Q( r r )−v v& & ครอสกับตัวมันเอง ดังนั้น 

    1Q

d
L

dt
v      =   1 1 Q 1 Qm ( r r ) ( r r )− × −v v v v&& &&   

             =    1 Q i 1 1 1 Q Q( r r ) m r m ( r r ) r− × − − ×v v v v v v&& &&     (ข 1) 

 แต 1r
v&&   คือ ความเรงของมวล  m1 เทียบกับจดุ O  ซ่ึงเปนจดุที่อยูนิ่ง  จากกฎการเคลื่อนที่ขอท่ี

สอง จะไดวา   m1 1r
v&&   คือแรงทั้งหมดที่กระทําตอมวล  m1  ดงันั้น 

     m1 1r
v&&    =     12f

v
+ ext

1F
v      (ข1a) 

 แทนในสมการ (ข 1)  จะได 

 1Q

d
L

dt
v     =   ext

1 Q 12 1 Q 1 1 1 Q Q( r r ) f ( r r ) F m ( r r ) r− × + − × − − ×v vv v v v v v v&&  (ข 2) 

พึงสังเกตวาอัตราการเปลี่ยนแปลงของโมเมนตัมเชิงมมุทางซายมือนัน้สังเกตจากผูสังเกตบน
กรอบอางอิงเฉื่อย  มิเชนนัน้สมการ (ข1a) จะไมเปนจรงิ 
ในทํานองเดียวกัน เมื่อพิจารณามวล m2 จะได 

 2 Q

d
L

dt
v

    =   ext
2 Q 21 2 Q 2 2 2 Q Q( r r ) f ( r r ) F m ( r r ) r− × + − × − − ×v vv v v v v v v&&  (ข 3) 

 นําสมการ (ข 2) บวกกับ (ข 3)  จะได 

1Q 2 Q

d d
L L

dt dt
+v v   = 1 Q 12 2 Q 21[( r r ) f ( r r ) f ]− × + − ×v vv v v v     

ext ext
1 Q 1 2 Q 2[( r r ) F ( r r ) F ]+ − × + − ×v vv v v v  

1 1 Q Q 2 2 Q Q[m ( r r ) r m ( r r ) r ]− − × + − ×rv v v v v &&&&    (ข 4) 

พิจารณาวงเลบ็แรกทางขวามือ ซ่ึงเปนผลบวกของทอรกรอบจุด Q ของแรง 12f
v

  และ  21f
v

 
 เพราะวา 12f

v
  =  - 21f

v
 เพราะเปนแรงคูกริยา-ปฏิกิริยา  นอกจากนีย้ังอยูในแนวเสนตรงเดียวกนั  

ดังนั้น  ผลบวกของทอรกรอบจุดใด ๆ  ของแรง 12f
v

  และ  21f
v

 จึงมีคาเปนศูนยท้ังส้ิน  วงเล็บแรกทาง
ขวามือจึงเปนศูนย 
 พิจารณาวงเลบ็ที่สองทางขวามือ ซ่ึงคือผลบวกของทอรกของแรงภายนอกระบบ รอบจุด Q  
 ถาเรานิยาม  Qτ

v
วา  คือทอรกรอบจุด Q ท่ีกระทําตอระบบ  ซ่ึงเปนผลรวมของทอรกรอบจุด Q 

ของแรงภายนอกระบบที่กระทําตอสมาชิกแตละตัว ดังนัน้ 
  Qτ

v
         = ext ext

1 Q 1 2 Q 2( r r ) F ( r r ) F− × + − ×v vv v v v  
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สมการ (ข 4) จะเปน 

   1Q

d
L

dt
v +  2 Q

d
L

dt
v    =     Q 1 1 Q Q 2 2 Q Q[m ( r r ) r m ( r r ) r ]τ − − × + − ×v rv v v v v &&&&  (ข 5) 

พิจารณาวงเลบ็สุดทายในสมการ (ข 5)  จะไดวา 

1 1 Q Q 2 2 Q Qm ( r r ) r m ( r r ) r− × + − ×rv v v v v &&&&     

=   1 1 Q 1 Q Q 2 2 Q 2 Q Qm r r m r r m r r m r r× − × + × − ×rv v v v v v v &&&& && &&  

   =    1 1 2 2 Q 1 2 Q Q(m r m r ) r (m m ) r r+ × − + ×rv v v v &&&&   (ข 6) 

จากนยิามของศูนยกลางมวล 
           CMMRv   =     1 1 2 2m r m r+v v  
เมื่อ  M  =  m1 + m2  

ดังนั้นทางขวามือของสมการ (ข 6) จะเปน 

CM Q Q QMR r M r r× − ×v v v v&& &&   =      CM Q QM(R r ) r− ×v v v&&     (ข 7) 

แทนสมการ (ข 7) ลงในสมการ (ข 5) 

     1Q

d
L

dt
v +  2 Q

d
L

dt
v    =      Qτ

v
- CM Q QM(R r ) r− ×v v v&&  

     1Q 2 Q

d
(L L )

dt
+v v

   =     Qτ
v

- CM Q QM(R r ) r− ×v v v&&     (ข 8) 

ถาเรานิยาม  QL
v  วา  คือโมเมนตัมเชิงมุมของระบบรอบจุด Q  ซ่ึงเปนผลรวมของโมเมนตัมเชิงมุมรอบ

จุด Q ของสมาชิกแตละตวั คือ 
  QL

v     =    1Q 2 QL L+v v  

ดังนั้น สมการ (ข 8) จะเปน 

         Q

d
L

dt
v

 =   Qτ
v

- CM Q QM(R r ) r− ×v v v&&    (ข 9)* 

 สมการ (ข9) นี้ เปนสมการที่สังเกตโดยผูสังเกตบนกรอบอางอิงเฉื่อย  
--ในการประยกุตใชนัน้มีกรณีท่ีสําคัญ 3 กรณีคือ  
1) กรณีท่ีจุด Q ไมมีความเรง 
2) กรณีท่ีจุด Q เปนจุดศนูยกลางมวล  
3) กรณีท่ีจุด Q มีความเรงพุงเขาหรือพุงออกผานศูนยกลางมวล 
โดย 
1) ถาจุด Q ไมมีความเรงจะได       Qr

v&&   =     0 

2) ถาจุด Q เปนจุดศูนยกลางมวล จะได     CMRv  - Qr
v =     0 

3) ถา Q มีความเรงพุงเขาหรือพุงออกผานศูนยกลางมวล  จะได Qr
v&&  อยูในแนวเดียวกับ  

CMR
v  - Qr

v  
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ซ่ึงทั้งสามกรณี  สมการ (ข 9) จะเหลือเปน 

   Qτ
v

   =    Q

d
L

dt
v  

เพื่อความสะดวกเราจะเขยีนเปน 

   τv      =    
d

L
dt
v               (ข 10)* 

 คือ ทอรกของแรงภายนอกระบบ  เทากับ อัตราการเปลี่ยนแปลงของโมเมนตัมเชิงมมุของ
ระบบ(สังเกตจากผูสังเกตบนกรอบอางอิงเฉื่อย) โดยท้ังทอรกและโมเมนตัมเชิงมุมตองคิดรอบจุด
เดียวกัน และจะตองเปนจดุทีไ่มมีความเรง  หรือถามีความเรงก็ตองเปนจดุศูนยกลางมวลของระบบ  
หรือถาไมใชจดุศูนย กลางมวลของระบบก็ตองมีความเรงพุงเขาหรือพุงออกผานศนูยกลางมวล  
สมการ (ข 10) จึงจะเปนจริง 

ในที่นี้เราใชระบบที่ประกอบดวยอนุภาค 2 ตัวเปนตวัอยางในการพจิารณา     แต 
สมการ (ข 10)  เปนจริงเสมอไมวาระบบจะมีอนุภาคกี่ตัว  รวมถึงในกรณีของวัตถุแข็งเกร็งดวย 
 
 

ภาคผนวก ค 
โมเมนตัมเชิงมุมของวัตถุแข็งเกร็งสงัเกตโดยผูสงัเกตทีต่ิดไปกับวตัถุ 

 เราจะคํานวณหาโมเมนตัมเชิงมุมของวัตถุแข็งเกร็งสังเกตโดยผูสังเกตที่ติดไปกับวัตถุ  โดย
การหมุนของวตัถุเปนการหมนุและกลิ้งในระนาบ   
 สมมติมีวัตถุแข็งเกร็งกําลังหมุนดวยความเร็วเชิงมุม ωv   และเปนการหมุนและกลิ้งในระนาบ
ซ่ึงทิศของความเร็วเชิงมุมช้ีแนวเดิม  เราสรางพิกัดฉาก xyz  ท่ีติดไปกับวัตถุ  โดยใหแกน z  อยูใน
แนวของความเร็วเชิงมุม  ดังรูป ค1 

 
  

ωv

im•

ir
v

x

y

z

O
รูป ค1 
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พิจารณาวาวัตถุแข็งเกร็งนี้ประกอบดวยมวลชิ้นเล็กๆเรียงอัดกัน  ให im  เปนมวลของชิ้นที่ i  
สวน ir

v  และ ivv  เปนเวกเตอรตําแหนงและความเร็วของมวล im   เทียบกับจดุ O ซ่ึงติดไปกับวตัถุ 
 ความเร็วของมวลชิ้นที่ i  สังเกตโดยผูสังเกตที่อยูท่ีจุด O  หาไดจากสมการ (10) คือ 
  )ˆˆˆ(ˆ kzjyixkrv iiiii ++×=×= ωω vvv     (ค1) 
        =  jxiy ii

ˆˆ ωω +−    
 โมเมนตัมเชิงเสนของมวลชิ้นที่ i  สังเกตโดยผูสังเกตที่อยูจุด O  จึงเปน 
  )ˆˆ( jxiymP iiii ωω +−=

v
     (ค2) 

 โมเมนตัมเชิงมุมของมวลชิ้นที่ i  สังเกตโดยผูสังเกตที่อยูท่ีจุด O  คือ 
  )ˆˆ()ˆˆˆ( jxiymkzjyixPrL iiiiiiiii ωω +−×++=×=

vvv
 

       =  kyxmjzymizxm iiiiiiiii
ˆ)(ˆˆ 22 ++−− ωωω   (ค3) 

โมเมนตัมเชิงมุมของวัตถุท้ังกอน  หาไดจากการรวมโมเมนตัมเชิงมุมของชิ้นเล็กๆทุกช้ิน  เนื่องจาก
มวลชิ้นเล็กๆเหลานี้เรียงอัดกันอยางตอเนือ่ง  การรวมจงึรวมดวยการอินทิเกรต เปน 
  ∫ ∫ ∫ ++−+−= kdmyxjdmzyidmzxL ˆ)(ˆˆ 22 ωωω

v
 (ค4) 

 โดยเราแทนมวลชิ้นเล็กๆ im  ในสมการ (ค3) ดวย dm  และแทนพิกัด iii zyx ,,  ของมวลชิ้น
เล็กๆดวย zyx ,,  
 เราจะมาดวูาตวัไหนบางในเครื่องหมายอินทิเกรตของสมการ (ค4) ท่ีเปนคาคงที่  วิธีการคือดู
วาเราอินทิเกรตเทียบกับอะไร  ก็คือเราอินทิเกรตเทียบกบัมวลเล็กๆ  dm    ดังนั้น ถาเปลี่ยนมวลเล็กๆ
นี้ตัวไหนไมเปล่ียนตัวนั้นกเ็ปนคาคงที่  ดงึออกนอกเครือ่งหมายอินทิเกรตได  จะเหน็วาเมื่อเราเปลี่ยน
ช้ินของมวลเล็กๆ  ตําแหนง zyx ,,  เปล่ียนแต ω  ไมเปล่ียนเพราะมวลเล็กๆทุกกอนมีความเร็วเชิงมุม
เดียวกัน นอกจากนี้  kji ˆ,ˆ,ˆ   ก็ไมเปล่ียนเพราะผูสังเกตที่ติดไปกับวัตถุเหน็เวกเตอรหนวยเหลานี้คงที่
ท้ังขนาดและทิศทาง  ดังนัน้ kji ˆ,ˆ,ˆ,ω  เปนคาคงทีด่ึงออกนอกเครื่องหมายอินทิเกรตได  เปน  
 ∫ ∫ ∫ ++−+−= dmyxkdmzyjdmzxiL )(ˆˆˆ 22ωωω

v
  (ค5) 

 ให   ∫ −= dmxzI zx  
   ∫ −= dmyzI zy  

สวนพจน ∫ + dmyx )( 22    เรารูวามันคือโมเมนตความเฉือ่ยรอบแกน z   เขียนส้ันๆเปน zI  

เมื่อเขียนโมเมนตัมเชิงมุมในองคประกอบของพิกัดฉากนี้  สมการ (ค5) จึงเขียนไดเปน 
 kIjIiIkLjLiL zyzxzzyx

ˆˆˆˆˆˆ ωωω ++=++     (ค6)* 
 พึงสังเกตวาแมความเร็วเชิงมุมมีแตในแนวแกน z   แตโมเมนตัมเชิงมุมมีทุกแนวแกน  ยกเวน
วามวลมีการกระจายตามแกน x  และ z ท่ีเหมาะสมทําให xzI เปนศูนย  ก็จะไมมีองคประกอบของ
โมเมนตัมเชิงมุมในแนวแกน x    หรือถามวลมีการกระจายตามแกน y  และ z ท่ีเหมาะสมทําให yzI

เปนศูนย  ก็จะไมมีองคประกอบของโมเมนตัมเชิงมุมในแนวแกน y  
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ภาคผนวก ง 
การหมุนดวยความเรงเชิงมมุคงตัวในกรณีการหมุนและกลิ้งในระนาบ 
การหมุนและการกลิ้งในระนาบดวยความเรงเชิงมุมคงตัวจะมีความคลายกับการ 
เคล่ือนที่ในแนวตรงดวยความเรงคงตัว  ซ่ึงสามารถหาสูตรเพื่อใชในคาํนวณหาความเร็วเชิงมุมและมุม
ท่ีเกิดจากการหมุน  ไดดังตอไปนี ้

 จาก   α  =   
d

dt

ω
 

หรือเขียนไดเปน   dω  =     α dt      
 อินทิเกรตสมการแบบไมจํากัดเขต  คือ 

     dω∫  = dtα∫      (ง1) 

 เมื่อ  α  คงตัว  จะไดวา 
  ω  =    tα  +  C1    (ง2) 

ถาเมื่อเร่ิมตน  ความเร็วเชิงมมุเปน 0ω   จากสมการ (ง2)  จะได 
    C1 = 0ω  แทนลงในสมการ (ง2)  จะไดความเร็วเชิงมุมที่เวลาใด ๆ 
คือ 
  ω  =   0ω   + tα      (ง3)* 

แต  ω  =  
d

dt

θ
 จึงทําใหเขยีนสมการ (ง3)  ไดเปน 

  dθ  = ( 0ω   + tα ) dt    (ง4) 

อินทิเกรตสมการ (ง4) แบบไมจํากัดเขต   จะได 

  dθ∫  = 0( t)dtω +α∫  

  θ  = 2
0

1
t t

2
ω + α + C2   (ง5) 

 ถาเมื่อเร่ิมตน θ  = 0  จะไดวา  C2  =  0  และสมการ (ง5)  จะเปน 

  θ  = 2
0

1
t t

2
ω + α     (ง6)* 

สมการ (ง6) บอกถึงมุมเนื่องจากการหมนุ  ท่ีเวลาใด ๆ  ในพจนของความเร็วเชิงมุมเร่ิมตน  ความเรง
เชิงมุม  และเวลา 
สมการ (ง6) เขียนใหมไดเปน 

  θ  = 0

1
t( t)

2
ω + α  

   = 0
0

1
t ( t)

2 2

ω⎛ ⎞+ ω +α⎜ ⎟
⎝ ⎠
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 แทนคา   ω    =  0ω   + tα   จากสมการ (ง3)  ลงไปจะได 

  θ     =    0 t
2

ω +ω⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

    (ง7)* 

สมการ (ง7) บอกถึงมุมเนื่องจากการหมนุ  ท่ีเวลาใด ๆ  ในพจนของความเร็วเชิงมุมเร่ิมตน  ความเรว็
เชิงมุมสุดทาย  และเวลา 

จากสมการ (ง3) ; t    =   0ω−ω

α
  แทนในสมการ (ง7)  จะไดวา 

  2ω     =    2
0 2ω + αθ     (ง8)* 

จะเห็นวา  สมการ (ง3)  (ง6) (ง7) และ (ง8)  มีความคลายกับสมการในกรณีการเคลื่อนที่แนวตรงดวย
ความเรงคงตัว   
 

ภาคผนวก จ 
พลังงานจลนในการหมุนของวัตถุแขง็เกร็ง 

1) พลังงานจลนในการหมุนรอบแกนตรึง 
เพื่อความสะดวก  จะพจิารณาวัตถุแข็งเกร็งเปนระบบอนภุาค 
สมมติวัตถุแข็งเกร็งหมุนดวยความเรว็เชิงมุม ωv  รอบ แกนหมุนตรึง (แกน
หมุนที่ไมไดเคล่ือนที่) ดังรูป จ1   
โดย     im  เปนมวลชิ้นหนึ่ง (ช้ินที่ i) ของวัตถุ 
             ir      เปนระยะตั้งฉากจากมวล im ไปยังแกนหมนุ 
อัตราเร็วของมวล im คือ  iv  =  ir ω   

 ดังนั้น พลังงานจลนของมวล   im       =   2 2
i i

1
m r

2
ω  

 และพลังงานจลนของวัตถุท้ังกอนเนื่องจากการหมุน 
              

 kE  =      2 2
i i

i

1
m r

2
ω∑     =   2 2

i i
i

1
( m r )

2
ω∑  

            =      21
I

2
ω       (จ1)* 

เมื่อ  I   คือ โมเมนตความเฉือ่ยรอบแกนหมุน 
สมการ จ1 บอกถึงพลังงานจลนในการหมนุรอบแกนตรงึ 
2) พลังงานจลนในการหมุนรอบแกนไมตรึง 
 เพื่อความสะดวกจะพจิารณาวัตถุแข็งเกร็งเปนระบบอนภุาค   
พิจารณามวลตัวท่ี i ซ่ึงมีมวล im  ดังรูป จ2  ให  O เปนจุดตรึง 

ωv  

รูป จ1 

•  ir
im

แกน
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ir
v   เปนเวกเตอรตําแหนงของมวล im  

      เทียบกับจุด O 
 CMrv   เปนเวกเตอรตําแหนงของจดุศูนยกลางมวล  

             ของระบบเทียบกับจุด O 

ir′
v  เปนเวกเตอรตําแหนงของมวล im เทียบกับ CM 

  เพราะวา   พลังงานจลนของระบบอนุภาค นิยามดวย 
ผลรวมของพลังงานจลนของสมาชิกในระบบ  ดังนั้น 

       พลังงานจลนของระบบ  kE = 2
i i

1
m v

2∑  = ( )i i i
i

1
m v v

2
⋅∑ v v  (จ2) 

จากรูป จ2         ir
v    =   CMrv +  ir′

v      หาอนุพันธเทียบกับเวลา  จะได 

      ir
v&    =  CMrv&  +  ir′

r&  

หรือ     ivv    =   CMvv  +  iv′v              (จ3) 
เมื่อ CMvv  คือความเร็วของจุดศูนยกลางมวลเทียบกับจุด O 

iv′v  คือความเร็วของมวล im เทียบกับจุดศูนยกลางมวล 
หาผลคูณเชิงสเกลารของสมการ (จ3)  จะไดวา 
  i iv v⋅v v  =   CM i CM i( v v ) ( v v )′ ′+ ⋅ +v v v v  
   =      CM CMv v⋅v v +  i CMv v′⋅v v +  CM iv v′⋅v v + i iv v′ ′⋅v v  
แต                i CMv v′⋅v v  =     CM iv v′⋅v v  
ดังนั้น  i iv v⋅v v  =    CM CMv v⋅v v +  2 CM iv v′⋅v v  +  i iv v′ ′⋅v v  
       2

iv  =    2
CMv  +  2 CM iv v′⋅v v  + 2

iv′    (จ4) 
แทนสมการ (จ4) ลงใน (จ2) จะได 

 Ek =   2
i CM

i

1
m v

2∑ + i CM i
i

m v v′⋅∑ v v   +  2
i i

i

1
m v

2
′∑  

  =  2
i CM

i

1
( m ) v

2 ∑ + i CM i
i

m v v′⋅∑ v v   +  2
i i

i

1
m v

2
′∑  

  =  2
CM

1
Mv

2
+ CM i i

i

v ( m v )′⋅ ∑v v   +  2
i i

i

1
m v

2
′∑   (จ5) 

 แต i i
i

m v′∑ v  คือ โมเมนตัมของระบบเทียบกับจุดศูนยกลางมวล  ซ่ึงมีคาเปนศูนย ดังนั้น 

 Ek =  2
CM

1
Mv

2
+  2

i i
i

1
m v

2
′∑     (จ6)* 

พิจารณาสมการ (จ6) จะเหน็วา พลังงานจลนของระบบประกอบดวย 2 สวน   

CMrv

CM ir
v ir ′

v
• im  

O 
รูป จ2 
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       สวนแรก เปนพลังงานจลนของการเลื่อนที่    โดยคิดคลายกับวามวลทัง้หมดของระบบไปอัด
อยูท่ีศูนยกลางมวล  
  สวนที่สอง เปนพลังงานจลนของสมาชิกเทียบกับจดุศูนยกลางมวล 
 อนึ่ง  สมการ (จ6) เปนจริงเสมอ ไมวาสมาชิกแตละตวัจะเคลื่อนที่อยางไร คือ อาจเคลื่อนที่
เปนแนวตรง   แนวโคง   หมนุ  หรือส่ัน  กไ็ด 
 ในกรณีวัตถุแข็งเกร็ง  เนื่องจากระยะหางระหวางสมาชกิคงที่  การเคลื่อนที่ของสมาชิกเทียบ
กับจุดศูนยกลางมวลจึงเปนการหมุนรอบจุดศูนยกลางมวล  จากสมการ (จ1)  จะไดวาพลังงานจลนของ

การหมุนรอบแกนหมุนที่ผานศูนยกลางมวลเทากับ 2
CM CM

1
I

2
ω   ดังนัน้  สมการ (จ6) จะเปน 

 Ek =   2
CM

1
Mv

2
  +  2

CM CM

1
I

2
ω     (จ7)* 

 นั่นคือ  เมื่อวัตถุแข็งเกร็งหมนุรอบแกนไมตรึง พลังงานจลนหาไดจากผลรวมของพลังงาน
จลนเนื่องจากการเลื่อนที่โดยคิดวามวลทั้งหมดไปรวมอยูท่ีจุดศนูยกลางมวล  กับพลังงานจลน
เนื่องจากการหมุนรอบแกนหมุนที่ผานจดุศูนยกลางมวล 
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แบบฝกหัด 
   
1)  มวล 2 กิโลกรัม ผูกดวยเชือกเบาซึ่งพันรอบรอกมวล 1 กิโลกรัม รัศมี 0.1  เมตร  โดยรอกยึดติดกบั
เพดานลิฟทดวยกานรอก  ดงัรูป 29  ถาลิฟทเคล่ือนที่ข้ึนดวยความเรง  1  เมตร/วินาที2  จงหา 
ก) แรงตึงเชือก        ข) ความเรงเทียบกับลิฟทของมวล 2 กิโลกรัม   ค) แรงที่กานรอกดึงเพดานลิฟท 
      

 
 
2) จงทําโจทยขอ 1 ถาลิฟทเคล่ือนที่ลงดวยความเรง 1 เมตร/วินาที2   
3)  กลอง A  และกลอง B มวล  5 และ 10 กโิลกรัม ตามลําดับ  ผูกดวยเชือกเบาคลองผานรอกหมุนได
คลองซ่ึงมีรัศมี 0.1 เมตร มวล 2 กิโลกรัม  รอกยึดตดิกับเพดานลิฟทดวยกานรอก  ดังรูป  30    โดย
เชือกไมมีการไถลไปบนผิวรอก  ถาลิฟทเคล่ือนที่ข้ึนดวยความเรง 2 เมตร/วินาที2  จงหา   
ก) แรงตึงเชือกที่ดึงกลอง A         ข) แรงตึงเชือกที่ดึงกลอง B 
ค) ความเรงของมวลทั้งสองเทียบกับลิฟท    ง) แรงที่กานรอกดึงเพดานลิฟท 
 
 

 
4) จงทําโจทยขอ 3 ถาลิฟทเคล่ือนที่ลงดวยความเรง 2 เมตร/วินาที2   

 

2kg 

รูป 29 

  

 B A 
รูป 30 
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5) กลอง A ,  B และ C มวล  6 , 4  และ 2  กิโลกรัม ตามลําดับ  ผูกดวยเชือกเบาคลองผานรอก D และ 
E ซ่ึงหมุนไดคลอง  รอก D ยึดติดกับเพดานลิฟทดวยกานรอก  ดังรูป  31    โดยเชือกทุกเสนไมมีการ
ไถลไปบนผิวรอก  รอก D  มีมวล 2 กิโลกรัม รัศมี 0.1 เมตร รอก E มีมวล 1 กิโลกรัม รัศมี 0.05 เมตร  
ถาลิฟทเคล่ือนที่ข้ึนดวยความเร็วคงตัว  จงหา 
ก) แรงตึงเชือกที่ดึงกลอง A        ข) แรงตงึเชือกที่ดึงรอก E     ค) แรงตึงเชือกที่ดึงกลอง B 
ง) แรงตึงเชือกที่ดึงกลอง C        จ) ความเรงของมวล A ,B,C และรอก E  เทียบกับลิฟท 
ฉ) แรงที่กานรอก D ดึงเพดานลิฟท 

 
6) จงทําโจทยขอ 5 ถาลิฟทเคล่ือนที่ข้ึนดวยความเรง 2 เมตร/วินาที2   
7) จงทําโจทยขอ 5 ถาลิฟทเคล่ือนที่ลงดวยความเรง 2 เมตร/วินาที2   
8) แทงไมสม่ําเสมอยาว 2 เมตร มีมวล 4 กโิลกรัม  ปลาย A ติดบานพับไวกับพื้นทําใหแทงไมเคล่ือนที่
ในระนาบของกระดาษ  ดังรูป 32  เมื่อเร่ิมตนไมอยูนิ่งโดยทํามุม 60o  กับพื้น  จากนัน้ปลอยใหไม
เคล่ือนที่  จงหาความเรงของปลาย B  เมื่อ 
ก)  เร่ิมตน            ข) o45=θ     ค)  ใกลจะฟาดพื้น 
 
                             
   
 
 
 

D 

A 

B 

C 

E 

รูป 31

 

A 
θ

  รูป 32 

  รูป 33 

 θ  

  B 
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9) ในขอ 8 จงหาแรงที่บานพับกระทําตอปลาย A  เมื่อ 
ก)  เร่ิมตน           ข) o45=θ     ค)  ใกลจะฟาดพื้น 
10) แทงไมสม่าํเสมอยาว L มีมวล m ปลายหนึ่งวางอยูท่ีขอบโตะซ่ึงมีผิวหยาบ(ปลายไมไมไถล)  แทง
ไมถูกปลอยจากการอยูนิ่งในลักษณะเกือบจะอยูในแนวดิง่   
ก) ในขณะที่แทงไมทํามุม θ  กบัแนวดิ่ง  ดังรูป 33 จงหาความเรงของจุดศนูยกลางมวล  ในแนวเขาหา
ขอบโตะ  และจงหาความเรงของจุดศูนยกลางมวลในแนวตั้งฉากกับแทงไม 
ข) ในขณะที่แทงไมทํามุม θ  กบัแนวดิ่ง  จงหาแรงที่ขอบโตะกระทําตอแทงไม 
ค) จงหามุม θ  เมื่อแทงไมเร่ิมหลุดจากโตะ 
11) ทอนไมสม่ําเสมอยาว 1 เมตร มวล 5 กโิลกรัม หมุนไดคลองรอบจุด A  ขวางดินน้ํามันมวล 0.5  
กิโลกรัม  ดวยความเร็ว 4 เมตร/วินาที  ดังรูป 34 ทําใหดนิน้ํามันติดกับปลายบนของทอนไม  จงหา 
ก) ความเร็วเชงิมุมของทอนไม  ทันทีหลังดินน้ํามันชนตดิ 
ข) มุม θ  ซ่ึงทอนไมทํากับแนวดิ่ง   มากที่สุดที่ทอนไมกวาดไปได 
ค) พลังงานกลของระบบที่ประกอบดวยทอนไมและดินน้ํามัน  กอนชนและหลังชน  เปล่ียนแปลงไปกี่
จูล 
ง) โมเมนตัมเชิงเสนของระบบ  กอนชนและหลังชน  เทาเดิมหรือไม  เพราะเหตใุด  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
12) จานกลมสม่ําเสมอมวล 1 กิโลกรัม รัศมี 0.1 เมตร หมนุไดคลองรอบแกนซึ่งตั้งฉากกับจานและ
ผานจุดศูนยกลางมวล O  ของจาน  หนตูัวหนึ่งมวล 0.05 กิโลกรัม เกาะอยูท่ีขอบจาน ดังรูป 35  เดิมทั้ง
หนูและจานอยูนิ่ง  จากนั้นหนูวิ่งไปตามขอบจานดวยอัตราเร็ว 1.1 เมตร/วินาที สัมพัทธกับจาน   
ก) จงวิเคราะหแรงตางๆที่เกี่ยวของ และจงใหเหตุผลวา แรงเหลานี้มีผลตอองคประกอบในแนวแกน
หมุนของโมเมนตัมเชิงมุมรอบจุด O หรือไม  เพราะเหตุใด  
ข) จงหาความเร็วเชิงมุมของจาน 
ค) พลังงานกลของระบบ (หนู+จาน) กอนหนูวิ่งและหลังหนูวิ่ง  เทากนัหรือไม  เพราะเหตใุด 

 รูป 34 

 •  

  •   A 

 4 m/s 

 0.2 m 

  0.8 m 

  รูป 35 

• O
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13)  แทงโลหะทรงกระบอกมวล 1 กิโลกรัม รัศมี 0.1 เมตร มีเชือกพันรอบผิวนอก เมื่อเร่ิมตน
ทรงกระบอกอยูนิ่ง สูงจากพืน้ 5 เมตร ใชมอืจับปลายเชือกหยอนลงดวยความเรง 2 เมตร/วินาที 2  ดัง
รูป 36 ทําใหระนาบของการหมุนคงตัวตลอดการเคลื่อนที่   เมื่อเวลาผานไป 1 วินาท ี  
ก)  ความเรว็ของจุดศูนยกลางมวลของทรงกระบอกเปนกีเ่มตร/วินาท ี
ข) ทรงกระบอกอยูสูงจากพืน้กี่เมตร 
ค)  พลังงานกลของทรงกระบอกเปลี่ยนไปจากเดิมกี่จูล     ง) มือออกแรงดึงเชือกกี่นวิตัน 
 
 
 
 
 
 
 
 
14) คานเบายาว 1 เมตร มีกลอง A และ B  มวล  0.9 และ 4  กิโลกรัม  ตามลําดับติดที่ปลาย  และ
กึ่งกลางคานตามลําดับ  อีกปลายหนึ่งของคานติดบานพับซ่ึงหมุนไดคลองทําใหคานแกวงไดคลองใน
ระนาบของกระดาษ  เดิมคานอยูในแนวดิง่  ดินน้ํามัน C  มวล 0.1 กิโลกรัม  มีความเร็ว 2 เมตร/วินาที  
ในแนวระดับวิ่งเขาชนและติดกับกลอง A  ดังรูป 37   
ก)จงหาความเร็วของกลอง  A และ B  ทันทีหลังชน    
ข)โมเมนตัมเชงิเสนของระบบที่ประกอบดวย ดนิน้ํามนั C  กลอง A กลอง B และคาน  กอนชนและ
ทันทีหลังชน คงที่หรือไม  เพราะเหตใุด  
ค) จงหามุม θ  ซ่ึงคานทํากับแนวดิ่ง   มากทีสุ่ดที่คานกวาดไปได   
15) คานสม่ําเสมอยาว 1 เมตร มวล 2  กิโลกรัม  ปลายหนึ่งของคานติดบานพับซ่ึงหมนุไดคลองที่จดุ O   
เดิมคานอยูในแนวดิ่ง  ดินน้าํมัน C  มวล 0.5 กิโลกรัม  มีความเร็ว 2 เมตร/วินาที  ในแนวระดับวิ่งเขา
ชนและติดกับปลายคาน  ดังรูป 38  ทันทีหลังชน  จงหา  
ก) ความเร็วของปลายคาน   ข) โมเมนตัมเชิงเสนของดินน้ํามัน  
ค) โมเมนตัมเชิงเสนของคาน    ง) โมเมนตัมเชิงเสนของระบบกอนชนกบัหลังชนตางกันเทาใด 
 
 
 
 
 

 A 

 B 

 O 
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 รูป 37 

 0.5 m 

   0.5 m 

   2 m/s2 

  รูป 36 
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16) ในขอ 15 หลังจากที่ดนิน้ํามันชนติดกบัคานแลว  คานแกวงทํามุมกับแนวดิ่งมากสุดกี่องศา 
17) กลอง A , B และ C มวล  2 , 3 และ 4 กิโลกรัม  ตามลําดับ  ติดกับคานสม่ําเสมอยาว 4  เมตร มวล 5 
กิโลกรัม รวมกันเปนวัตถุแข็งเกร็งอันหนึง่   ณ เวลาหนึง่พบวาคานอยูในแนวดิ่ง  โดยกลอง A และ
กลอง C มีความเร็ว 2 และ 8 เมตร/วินาที  ตามลําดับ  ทิศไปทางขวามือ  ดังรูป 39  จงหา  
ก) ตําแหนงของ  CM  
ข) ความเร็วเชงิมุมที่วัตถุแขง็เกร็งหมุนรอบแกนที่ตั้งฉากกับกระดาษ  และผาน  CM 
ค) ความเร็วของ CM 
ง) พลังงานจลนของวัตถุแข็งเกร็ง   
18) ทรงกลมตันมวล M  รัศมี R  กล้ิงลงมาตรงๆตามพื้นเอียงโดยไมมกีารลื่นไถล พบวาที่ความสูง 70 
เซนติเมตรจากพื้นอัตราเร็วของจุดศูนยกลางมวลตามแนวพื้นเอียงเปน  1  เมตร/วินาท ี ดังรูป 40  ณ จุด
ฐานของพื้นเอยีงอัตราเร็วของจุดศูนยกลางมวลเปนกี่เมตร/วินาที  
 

 
   
19) ในขอ 18 ถาเปลี่ยนจากทรงกลมเปนทรงกระบอกตัน   ณ จดุฐานของพื้นเอียงอัตราเร็วของจดุ
ศูนยกลางมวลเปนกี่เมตร/วินาที  
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