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การหมุนและกลิ้งในระนาบ 
ผศ.ดร.ธีระพันธุ  สันติเทวกุล  15 ตุลาคม 2555 
 เมื่อประมาณสบิกวาปกอนในการอบรมครูฟสิกส  ผมถามครูที่มาอบรมวาหวัขอใดหรือเร่ือง
ใดที่รูสึกวาไมเขาใจที่สุด  มคีุณครูสองคนซึ่งทั้งคูเปนครูที่สอนมานานหลายปและเปนผูที่สนใจศึกษา
วิชาฟสิกสที่ตนสอน  หนึ่งในนั้นคืออาจารยนิพนธ  ปรุงเหล็ก  โรงเรียนสรุาษฎรพิทยา  ซ่ึงตอมาได
เปนอาจารยผูควบคุมทีมฟสิกส ศูนย สอวน. มหาวิทยาลยัวลัยลักษณ  ตอบผมวาเรื่องการหมุนและกลิ้ง
เปนเรื่องที่อานมาหลายรอบแลวกย็ังไมเขาใจ  ผมจึงตอบไปวาอานอยางไรก็ไมเขาใจหรอกครับ  
เพราะหนังสือที่ทานอานนั้นเขาเขียนเพื่อใหดูงาย  ผลที่ตามมาคือผูอานที่ชางคิดหนอยจะมีขอสงสัย
มากมายซึ่งไมสามารถตอบได  แมในหนังสือฟสิกสระดับป 1 มหาวิทยาลัยที่ไดรับความนิยมในบาน
เราเชน Serway  ,Young & Freedman  เขาก็เขียนเพื่อใหดูงาย  ถาเราไปอานวารสารทางการศึกษาก็จะ
เห็นวามีการวจิารณแนวการเขียนเรื่องการหมุนและการกลิ้งของหนังสือเหลานี้วาอาจทําใหเกิดความ
สับสน  ตัวอยางเชน “Angular Momentum and Angular Velocity” ของ Herman Erlichson , The 
Physics Teacher Vol.32.May 1994  วิจารณวาการเขียนวา ωv

v
IL =   นั้น  โดยปกติแลวไมเปนความ

จริง  แตองคประกอบของโมเมนตัมเชิงมุมในแนวทิศของความเร็วเชิงมุมเทากับ  ωI  จริงเสมอ    
ตอมาผมไดเขียนหนังสือกลศาสตร  ไดตั้งใจวาจะเขยีนเรื่องการหมุนและกลิ้ง(ในระนาบ) ให

ชัดเจน  แตไมตองการใหยากเกินไป  จึงไดใชวิธีดูๆเอาจากตําราฝรั่ง (เฉพาะที่เปนการหมุนและกลิ้งใน
ระนาบ) แลวเอามาผสมกัน  ซ่ึงมันมีกรณีหนึ่งที่ผมสงสัยคือเร่ืองการกลิ้งโดยไมไถลของทรงกระบอก
(หรือทรงกลม) วานอกจากแกนที่ผานจดุศนูยกลางมวลแลว  ทําไมจึงใชสมการ ατ I=  กับแกนที่
ผานจุดสัมผัสไดดวย  ผมก็เที่ยวไปคนหาดูเหตุผลของคนอื่น(ของฝรั่ง)  หลายคนเขาใหเหตุผลวาเปน
เพราะมันเปนแกนที่อยูนิ่ง(ช่ัวขณะ) จึงใชได  ผมคิดวานาจะเปนเหตุผลที่ถูกตองจึงไดอางเชนเดยีวกนั     

หลังจากหนังสือเสร็จเรียบรอยแลว  เมื่อเวลาผานไปอีกไดเจอหนังสือเลมหนึ่งคือ Analytical  
Mechanics ของ Fowles&Cassiday (ก็ฝร่ังอีกนั่นแหละ) เขาใหเหตุผลวาที่ใชแกนที่ผานจุดสัมผัสได
เพราะแกนนี้มคีวามเรงผานจดุศูนยกลางมวล  ผมถึงกับตลกตัวเองที่มองขามเรื่องงายๆคือ  จุดที่อยูนิ่ง
(ช่ัวขณะ) ไมไดหมายความวาความเรงของมันตองเปนศนูย 

ตอมาอีกหลายป   ในการแขงขันฟสิกสโอลิมปกระดับชาติที่เชียงใหม  ในหองประชมุขอสอบ
ก็มีการพิจารณากันวาจะใชแกนที่ผานจดุสัมผัสนี้ไดหรือไม  ซ่ึงในตอนแรกนัน้ผมไมไดแสดง
ความเหน็  แตสุดทายก็แสดงความเหน็ไปวาใชได  เพยีงแตบรรยากาศขณะนัน้คอนขางเครงเครียดจึง
ไมไดบอกไปวาผมนี่แหละที่ใหเหตุผลของการใชไดแบบผิดๆมาแลว 

มาในป 2555 นี้ ซ่ึงเปนปที่มศีูนยโรงเรียนขยายผล สอวน. แตในคาย 1 ของฟสิกสนั้นไมมีการ
สอนการหมุนและการกลิ้ง  ในที่ประชุมศนูย สอวน. ฟสิกส มหาวิทยาลัยศิลปากร  มีความเหน็กันวา
มันออกจะขาดๆหายๆ  จึงตกลงกันวาศนูยเราจะสอนการหมุนและการกลิ้ง  โดยใหผมเปนผูสอน  จึง
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ไดรําลึกถึงความหลังดังที่ไดเลามา  ในคราวนี้เนื่องจากนกัเรียนทีเ่ขาคายเปนนกัเรียนที่คัดมาแลว  จงึ
จะสอนแบบใหมีพื้นฐานเรื่องการหมุนติดตัวไป   ไมหลีกเลี่ยงความยาก  เพราะการหลีกเลี่ยงทําใหเกิด
ปญหาตามมามากมายสําหรับผูที่ชางสงสัย   โดยการหาทีม่าของสมการ ατ I=   ผมใชวิธีมาตรฐานที่
ใชหาสมการการเคลื่อนที่ของออยเลอร เพยีงแตจํากัดใหทิศของความเร็วเชิงมุมคงที่  และไมใช 
principal axes  ซ่ึงวิธีนี้แมดูจะอืดอาดยืดยาด  แตมันนาจะเปนวิธีที่รัดกมุ  ไดแนวความคิด(concept) 
และ สามารถตอบคําถามที่คนมักสงสัยไดหลายอยาง โดยผมพยายามเขียนใหอานไดงาย   พอเขยีนแลว
ก็เลยคิดวาเอามาลงในเว็บไซตของภาควิชาก็นาจะเปนประโยชนโดยเฉพาะอยางยิ่งสําหรับศูนย
โรงเรียนขยายผล สอวน. ใครรูจักศนูยใดกช็วยบอกใหครูศูนยนั้นมาอานหนอยครับ  หรือจะพิมพแจก
กันตอๆไปก็ได  ตอไปทานอาจเปลี่ยนใจนําเอาเนื้อหาการหมุนและการกลิ้งในระนาบลงในหลักสตูร
ของคาย 1  โดยสวนตวัผมนัน้ผมเชื่อวามีครูที่มีศักภาพมากมายหลายคน  เพียงแตทานอาจจะไมคอย
มั่นใจ  หรือไมอยากจะเสียเวลาคิดโจทยเพิม่เติม  แตถาจําเปนตองทําแลวผมเชื่อวาทานทําได    

อีกเรื่องหนึ่งทีผ่มรูสึกวาศูนยโรงเรียนขยายผลอาจมคีวามรูสึกไมมั่นใจคือแคลคูลัส  ซ่ึงผมเคย
แสดงความคิดเห็นไวนานแลววาสําหรับแคลคูลัสที่เราใชงานในวิชาฟสิกสนั้นไมไดยากเลย  จึงตั้งใจ
วาจะเขียนแคลคูลัสฉบับยอส้ันๆใหตรงประเด็นทีใ่ช  รวมทั้งบางแงมมุของเวกเตอรที่เราใชในฟสิกส
ในเว็บไซตนี้ (เขียนบอกไวเพื่อเปนการบังคับตนเองใหเขียน) 
 
 รูปบางรูปเขียนจุดลงในรูปไมได  และตวัเลขในการคํานวณอาจมีความผิดพลาดก็ขออภัยดวย
นะครับ 
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 เอกสารฉบับนี้จัดเตรียมเพื่อนักเรียนคาย สอวน.ฟสิกสศลิปากร  โดยยดึแนววา 
 1) นักเรยีนในคายนี้ผานการคัดตัวมาแลวจงึเปนผูมีศักยภาพดี  จึงนาจะเปนผูที่ชางคิดชาง
สงสัย  และอาจมีนักเรยีนในคายนี้ที่จะศึกษาตอสาขาฟสิกสในระดับปรญิญาตรี  ซ่ึงจะตองเรียนการ
หมุนใน 3 มิตซ่ึิงอาจนับไดวาเปนเรื่องที่มคีวามยุงยากซบัซอนที่สุดของวิชากลศาสตร   แมการหมนุ
แบบที่นักเรยีนจะไดเรียนในคายนี้(และในโรงเรียน)เปนการหมุนแบบงายที่สุดที่เรียกวาการหมนุและ
การกลิ้งในระนาบ  แตกย็ังคงเปนเรื่องคอนขางซับซอน  ตําราโดยทั่วไปจึงพยายามเขยีนใหงาย  แต
กลับทําใหผูเรียนที่ชางสงสัยมีขอขัดแยงหลายอยาง  เอกสารฉบับนี้ตองการใหแนวความคิดพื้นฐาน    
จึงตองใชแคลคูลัสและเวกเตอรตามที่จําเปน   ซ่ึงนักเรยีนจะพบวาจรงิๆแลวคณิตศาสตรเหลานี้เฉพาะ
ในสวนทีเ่รานาํมาใชกับกลศาสตรนั้น  ไมไดมีความยุงยากเกินความสามารถของนักเรียนเลย 
 2) เนื่องจากเวลาสอนมีเวลาจํากัด  การสอนจะสอนแบบสรุปประเด็นที่สําคัญ  การพิสูจนสวน
ใหญจะเขียนไวในภาคผนวกใหนกัเรียนอานเอง      

การหมุนและการกลิ้งในระนาบ 
 อาจกลาวไดวาการหมุนและการกลิ้งเปนการเคลื่อนที่เชงิมุม  (การกลิ้งคือการหมุนบวกกับการ
เล่ือนที่) ปริมาณที่เกีย่วของกบัการเคลื่อนที่เชิงมุมบางปริมาณนิยามเทียบกับจุด  บางปริมาณนิยาม
เทียบกับแกน  จุดหรือแกนทีใ่ชอางอิงนี้เรียกวา “จุดหมุน”  หรือ  “แกนหมุน”   ขอแตกตางที่เหน็ไดชัด
อยางหนึ่งระหวางการเคลื่อนที่เชิงมุมและการเคลื่อนที่เชิงเสน (การเลื่อนที่) คือ  ปริมาณที่เกีย่วของกับ
การเคลื่อนที่เชิงมุมมักขึ้นกบัจุดหมนุหรือแกนหมุน  เมือ่จุดหมุนหรือแกนหมุนเปลีย่นไป  ปริมาณ
เหลานี้มักจะเปลี่ยนไปดวย  ดังนั้น  จึงมีความยุงยากมากกวาการเคลื่อนที่เชิงเสน  ในเอกสารนี้จะกลาว
เฉพาะการหมนุและการกลิ้งในระนาบซึ่งเปนการหมุนทีจุ่ดใดๆในวตัถุเคลื่อนที่ในระนาบอันหนึ่ง  
หรือก็คือการหมุนและกลิ้งแบบไมมีการเลี้ยว  ทิศของความเร็วเชิงมุมอยูในแนวเดิมตลอดซึ่งเปนการ
หมุนแบบงาย  การหมุนแบบยากคือการหมนุใน 3 มิตนิั้น นักเรียนจะไดเรียนในระดับมหาวิทยาลัย 
 เราจะกลาวถึงปริมาณที่ใชบรรยายการหมนุและการกลิ้งกันกอน 
1)ความเร็วเชิงมุม   

ความเร็วเชิงมมุเปนปริมาณที่อางอิงเทียบกับแกน  เมื่อเรากลาววาวัตถุหมุนดวยความเร็ว
เชิงมุม  ωv  รอบแกนหนึ่ง หมายความวาทกุๆสวนของวัตถุนีห้มุนรอบแกนดังกลาวดวยความเร็วเชิงมุม
เดียวกัน  หนวยของความเร็วเชิงมุมเปนเรเดียน/วินาที  ทศิของความเร็วเชิงมุมเราตกลงกันวาใหเปนไป
ตามกฎมือขวา  คือเมื่อวัตถุหมุนใหใชมือขวากําใหนิว้ทั้ง 4 คือนิ้วช้ี กลาง นาง กอย ไปตามทิศของการ
หมุน ทิศที่หวัแมมือช้ีใหเปนทิศของความเร็วเชิงมุม    ตัวอยางเชนนาฬิกาทีแ่ขวนติดผนัง ความเร็ว
เชิงมุมของเข็มวินาทีเทากับ 30/π  เรเดียน/วินาที  ทิศพุงเขาไปในผนัง   
 นอกจากจะมทีั้งขนาดและทิศ(จากการกําหนด) ทําใหเราแทนความเร็วเชิงมุมไดดวยลูกศรแลว  
เรายังพิสูจนไดวาลูกศรของความเร็วเชิงมมุนี้ประพฤติตวัตามกฎการบวกแบบสี่เหล่ียมดานขนาน  โดย
ถาวัตถุช้ินหนึง่มีการหมุนรอบแกน 2 แกนพรอมๆกัน (โดยแกนทั้งสองตองตัดกัน) การหมุนรอบ 2 
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แกนนี้เทียบเทากับการหมุนรอบแกนๆเดยีว ซ่ึงหาไดจากกฎการบวกแบบสี่เหล่ียมดานขนาน#   ดังนั้น
ความเร็วเชิงมมุจึงเปนเวกเตอร  เราสามารถใชพีชคณิตและแคลคูลัสของเวกเตอรกับความเร็วเชิงมมุได 
 มีประเด็นสําคญัอันหนึ่งที่นกัเรียนควรเขาใจคือ  ในกรณขีองวัตถุแข็งเกร็งนั้น  ถาวัตถุแข็ง
เกร็งหมุนรอบแกนๆหนึ่ง  สมมติเปนแกน AB  ดวยความเรว็เชิงมุม ωv   เราอาจมองไดวาวัตถุนี้
หมุนรอบแกนอื่นๆนับไมถวนแกนซึ่งติดไปกับวัตถแุละขนานกับแกน AB  โดยวัตถุหมนุรอบแกน
เหลานี้ดวยความเร็วเชิงมุม ωv  เดียวกัน คือเทากันทั้งขนาดและทิศ 
 นักเรียนอาจเขาใจความจริงอันนี้ไดถาพจิารณามาหมุนในงานวัดซึ่งเปนจานหมนุขนาดใหญมี
ตัวสัตวชนดิตางๆติดอยูบนจานใหเด็กนั่ง  สมมติวาจานหมุนทวนเข็มนาฬิกาและ สมมติวาเรานั่งบน
ยีราฟ  แลวสังเกตดูคนที่นั่งบนสิงโตหรือมาลายหรืออ่ืนๆ   เมื่อมาหมุนๆได 1 รอบ เราจะพบวาคน
อ่ืนๆหมุนรอบตัวเราได 1 รอบ ในทิศทวนเข็ม ในทํานองเดียวกันคนที่อยูบนสิงโตก็บอกวาคนอื่น
หมุนรอบตัวเขาในทิศทวนเข็มได 1 รอบเชนกัน   
2. โมเมนตัมเชิงมุม 

โมเมนตัมเชิงมุมเปนปริมาณที่อางอิงเทียบกับจุด เรานยิาม(ตกลงกัน)วา ถาอนุภาค 
เคลื่อนที่โดยมโีมเมนตัมเชิงเสน P

v
 (โดย )vmP vv

=    โมเมนตัมเชิงมมุ L
v

 ของอนุภาค 
เทียบกับ (รอบ) จุดใด  จุดหนึ่ง (เรียกวา จดุหมุน)  นิยามดวยผลคูณเชิงเวกเตอรระหวาง rv   และ P

v
   

คือ ##    
     L

v
 =   Pr

vv ×     (1)* 
 เมื่อ  rv  คือเวกเตอรตําแหนงชี้จากจุดหมุนไปยังอนุภาค 
 สําหรับโมเมนตัมของระบบอนุภาคและวัตถุแข็งเกร็ง  นยิามดวยผลรวมของโมเมนตัมเชิงมุม
ของสมาชิกทั้งหมด 

ไมวาจะเปนการหมุนและกลิ้งในระนาบ  หรือการหมุนใน 3 มิติ  นยิามเริ่มตนของโมเมนตัม
เชิงมุมเปนดังสมการ 1   
 พึงระลึกวาเมือ่เปลี่ยนจุดอางอิง (จุดหมนุ) โมเมนตัมเชิงมุมจะเปลี่ยนไป โดยอาจเปลีย่นทั้ง
ขนาดและทิศทาง 
3.โมเมนตความเฉื่อย  
 โมเมนตความเฉื่อยเปนปริมาณที่อางอิงเทียบกับแกน  

  
------------------------------------------------------------- 
 #ในที่นี้ไมขอกลาวถึงรายละเอียดในการพิสูจน   
##โมเมนตัมเชิงมุมเปนปริมาณเวกเตอร  เพราะเปนปริมาณที่นิยามจากผลคูณเชิงเวกเตอร(cross 
product) ของเวกเตอรสองอนั  เราพิสูจนไดโดยงายดวยการเขียนใหอยูในองคประกอบของพิกัดฉาก  
เพื่อแสดงวามนัประพฤติตัวตามกฎการบวกแบบสี่เหล่ียมดานขนาน 
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โมเมนตความเฉื่อยรอบแกนใดแกนหนึ่งของอนุภาคตัวหนึ่ง  นยิามดวยมวลคูณดวยระยะทาง
ตั้งฉากจากมวลไปยังแกนนัน้ยกกําลังสอง  คือ 
  Iอนุภาค =   2

⊥rm      (2)* 
 เมื่อ ⊥r เปนระยะทางตั้งฉากจากมวล m  ไปยังแกน 
 สําหรับโมเมนตความเฉื่อยของระบบอนุภาคและวัตถุแขง็เกร็ง  นิยามดวยผลรวมของโมเมนต
ความเฉื่อยของสมาชิกทั้งหมด  ตางกันเพยีงแตคณิตศาสตรที่ใชในการรวม   
 ในกรณีระบบอนุภาค โมเมนตความเฉื่อยรอบแกนใดแกนหนึ่งของระบบอนุภาค  ถาให  I  
แทนโมเมนตความเฉื่อยของระบบอนุภาค  จะได 

   I      =   ∑ ⊥
2

ii rm    (3)   

  เมื่อ  ⊥ir    คือ ระยะตั้งฉากจากมวลตัวที ่ i  ไปยังแกน 
ในกรณีของวตัถุแข็งเกร็ง(วตัถุที่ถูกแรงกระทําแลวรูปรางไมเปลี่ยน) ซ่ึงเปนสิ่งที่เราสนใจมาก

ที่สุดในเรื่องการหมุนนั้น  เราพิจารณาไดวาวัตถุแข็งเกร็งคือระบบอนุภาคที่อนุภาคแตละตัวอยูชิด
ติดกัน  กลาวคอืวัตถุแข็งเกรง็ประกอบดวยช้ินเล็ก ๆ อัดกนัแนนจนถือไดเปนเนื้อเดียวกัน  ถา md  คือ
มวลของชิ้นเล็ก ๆ นี้   และ ⊥r    คือระยะตั้งฉากจากมวล md  ไปยังแกนที่เราสนใจ  โมเมนตความ
เฉื่อย  dI  ของมวล  md   มีคา 
   dI     =   mdr 2

⊥     (4) 
 โมเมนตความเฉื่อยของวัตถุทั้งกอน  I  หาไดจากการรวมโมเมนตความเฉื่อยของมวลชิ้นเล็ก 
ๆ เหลานี้ตลอดทั่วทั้งกอนของวัตถุ  เนื่องจากมวลเล็กๆเหลานี้อยูชิดตดิกัน การรวมจึงเปนการรวมดวย
การอินทิเกรต (ถามวลเล็กๆอยูหางกนัเรารวมดวยการบวก  ดังสมการที ่3 ) คือ 
    I    =   ∫ ⊥ mdr 2    (5)* 

ขอแนะนํา นักเรียนจําเพียงนยิามของโมเมนตความเฉื่อยในสมการ 1 กเ็พียงพอแลว  สมการ 5 ที่เราใช
กันมากนั้นมันจะออกมาเองเมื่อเราใชแคลคูลัสเขาไปชวย 
ตัวอยางที่  1 แทงโลหะสม่าํเสมอยาว L เมตร มวล m  กิโลกรัม จงคํานวณโมเมนตความเฉื่อยของ
แทงโลหะนี้รอบแกนที่ตั้งฉากกับแทงโลหะและผาน 
 ก) จุดศูนยกลางมวล   ข) ปลายดานใดดานหนึ่ง 
วิธีทํา  
ก) ใหแทงโลหะวางตัวตามแนวแกน x   และจุดกําเนดิอยูที่ตําแหนงกึ่งกลางของแทงโลหะ 
ดังรูป 1 ก 

 
 
 

L/2  o

แกน

 xd  - L/2 x

รูป 1 ก
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 เนื่องจากเปนแทงโลหะสม่ําเสมอดังนั้นความหนาแนนเชงิเสน  
L
m

l =ρ    กิโลกรัม/เมตร   

และเนื่องจากแทงโลหะอยูในแนวแกน x  ดังนั้นสวนยอยใดๆของแทงนี้จึงยาว xd  เมตร 
 พิจารณาชิ้นเล็ก ๆ ของแทงโลหะ ซ่ึงยาว xd  เมตร และอยูทีต่ําแหนง x  ใด ๆ ดังในรูป 1ก  

มวลของชิ้นเล็ก ๆ นี้   md  =  xd
L
m       กิโลกรัม 

โมเมนตความเฉื่อยของชิ้นเล็ก ๆ นี้# mdxId 2=   =  xd
L
mx 2    กิโลกรัม-เมตร2 

ดังนั้น โมเมนตความเฉื่อยของแทงโลหะทั้งแทง I  หาไดจากการรวม(ดวยการอินทิเกรต)โมเมนต

ความเฉื่อยของชิ้นเล็กๆทั้งหมด  ตั้งแต 
2
Lx −=   ถึง 

2
Lx =   คือ    

  ∫
−

=
2/

2/

2
L

L

dxx
L
mI     

 ทั้ง m และ L เปนคาคงที่  ดึงออกนอกเครื่องหมายอินทิเกรต  จะได 

  [ ] 2/
2/

3
2/

2/

32/

2/

2

33
L

L

L

L

L

L

x
L

mx
L
mdxx

L
mI −

−−

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
== ∫  

  2
33

12
1

223
LmLL

L
m

=
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=  กิโลกรัม-เมตร2 

        
ข) ใหแทงโลหะวางตัวตามแนวแกน x โดยจุดกําเนดิอยูที่ปลายแทงโลหะดานซาย ดงัรูป 1ข 
       
 
 
 
 
 
 
การพิจารณาในชวงแรกจะเหมือนกับในขอ ก) ซ่ึงจะไดโมเมนตความเฉื่อยของชิ้นเล็กๆ 

mdxId 2=   =  xd
L
mx 2    กิโลกรัม-เมตร2 

 
---------------------------------------------------------- 
# ผูที่ไมคุนเคยกับการอินทิเกรตควรพิจารณาใหเห็นวาแมในรูป 1 ก สวนยอยอยูในตําแหนงที่ x  เปน

บวก แตไมวาสวนยอยจะอยูที่ใดของแทงโลหะ โมเมนตความเฉื่อยของสวนยอยเทากับ xd
L
mx 2   

ทั้งนั้น   

     o    L  x  

แกนหมุน

 dx  

1ข
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 โมเมนตความเฉื่อยของแทงโลหะทั้งแทง I  หาไดจากการรวม(ดวยการอินทิเกรต)โมเมนต
ความเฉื่อยของชิ้นเล็กๆทั้งหมด  ตั้งแต 0=x   ถึง Lx =   คือ   

 ∫=
L

dxx
L
mI

0

2     

  [ ]L
LL

x
L

mx
L
mdxx

L
m

0
3

0

3

0

2

33
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
== ∫  

  ( ) ( ){ } 233

3
10

3
LmL

L
m

=−=   กิโลกรัม-เมตร2 

 
ตัวอยางที่ 2  จานกลม (หรือทรงกระบอก) สม่ําเสมอรัศมี  R   เมตร มวล m  กิโลกรัม   จงคํานวณ
โมเมนตความเฉื่อยของจานนีร้อบแกนซึ่งตัง้ฉากกับจาน  และผานจุดศนูยกลางมวล O 
วิธีทํา ใหแกนหมุนตัง้ฉากกับระนาบของกระดาษและผานจุด O      เมื่อมองดูตามหนาตัดของจาน 
จะเห็นดังในรปู 2  ถึงแมจานจะมีความหนา (คือเปนทรงกระบอก) แตการคํานวณจะเปนเชนจานบาง 

เรามองวาจานประกอบดวยวงแหวนรัศมี r  เมตร ซ่ึงมีเสนรอบวง rπ2 เมตร กวาง dr เมตร 
เรียงกันโดยไมมีชองโหวและไมเกยซอนกัน ตั้งแต 0=r  เมตร ถึง Rr = เมตร  ตัวอยางของวงแหวน
วงหนึ่ง แสดงดังรูป 2   
 

 
  
 พื้นที่ของวงแหวนนี้มีขนาด drrπ2=  ตารางเมตร     

ความหนาแนนเชิงผิวของจาน 2R
m

A π
ρ =  กิโลกรัม/ตารางเมตร 

 ดังนั้น มวลของวงแหวน rdr
R
mmd 2

2
=   กิโลกรัม 

r

กวาง rd  

R

รูป 2 

 
พื้นที่วงแหวน

o

เสนรอบวงยาว rπ2
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 เนื่องจาก rd มีคานอยมากจนถอืไดวาทกุตําแหนงบนวงแหวนนี้อยูหางจากจุด o  
เปนระยะทาง r  เมตร  ดังนั้น โมเมนตความเฉื่อยของวงแหวน dI จึงเปน 

 rdr
R
mmdrdI 3
2

2 2
==    กิโลกรัม-เมตร2 

 โมเมนตความเฉื่อยของจานหาไดจากการรวมโมเมนตความเฉื่อยของวงแหวนเล็ก ๆ เหลานี้
ตั้งแต  0=r  ถึง R  เมตร  คือ 

   I    =    ∫ =
R

rdr
R
m

0

3
2

2
RR r

R
mrdr

R
m

0

4

2
0

3
2 4

22
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=∫     

   [ ] ( ) 24
20

4
2 2

10
24

2 RmR
R
mr

R
m R

=−==     กิโลกรัม-เมตร2 

   
ตัวอยางที่ 3  ทรงกลมตันมวล m  กิโลกรัม รัศมี R เมตร จงคํานวณโมเมนตความเฉื่อยรอบแกนที่
ผานจุดศูนยกลางมวล   ดังรูป 3 
วิธีทํา  

ใหแกนหมุนคอืแกน  x  ในรูป 3  และจุดกําเนิดอยูทีจุ่ดศูนยกลางมวลของทรงกลม   
พิจารณาวา  ทรงกลมประกอบดวยจานเล็ก ๆ ที่ตั้งฉากกับแกนหมุน  จานหนา xd  เมตรและรัศมีของ
จาน  r   =  2/122 )( xR −  เมตร  
เพราะวา  ปริมาตรของจานเล็ก ๆ# =  พื้นที่จาน  ×   ความหนาของจาน 
     =  xdr 2π  = xdxR )( 22 −π  เมตร 3 
      

 
 
 
 

      
  
 
 
---------------------------------------- 
#นักเรียนอาจสงสัยวาขอบจานไมไดเปนมมุฉาก ดังนั้นการหาปริมาตรจากพื้นที่คณูความหนาของจาน
นาจะผิด  แตพงึระลึกวาเนื่องจาก xd นั้นบางเฉยีบ เราจึงบรรยายปริมาตรของจานวาเทากบัพื้นที่คูณ
ความหนา   
 

แกนหมุน

   x 
r

R 

รูป 3 
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และเพราะวา       มวลของจาน =  ความหนาแนนเชิงปริมาตร ×  ปริมาตรของจาน 

โดยความหนาแนนเชิงปริมาตรของทรงกลม 
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

=
3

3
4 R

m
v

π
ρ   กิโลกรัม/เมตร 3 

ดังนั้น มวลของจาน xdxR
R
mmd )(

4
3 22

3 −⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= π

π
=  xdxR

R
m )(

4
3 22

3 −⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛   กิโลกรัม 

       
เทียบกับตวัอยางที่  2  จะไดวา  จานเล็ก ๆ นี้  มีโมเมนตความเฉื่อย 

 mdrdI 2

2
1

=  

xdxR
R
mxdxR

R
mxR )(

8
3)(

4
3)(

2
1 22

3
22

3
22 −=

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

−−=   กิโลกรัม-เมตร2       (ก) 

 พิจารณาดจูะเห็นวาทรงกลมซีกบนและซกีลางสมมาตรกัน  คือมีโมเมนตความเฉื่อยเทากัน  
เราจะหาเฉพาะของซีกบน  ซ่ึงเมื่อคูณดวย 2 ก็จะไดโมเมนตความเฉื่อยของทรงกลมทั้งลูก 

โมเมนตความเฉื่อยครึ่งซีกบนของทรงกลม   Iบน  หาไดจากการรวมโมเมนตความเฉื่อยใน
สมการ (ก)  ตั้งแต  0=x    ถึง R  เมตร คือ 

Iบน =  ∫ −
R

xdxR
R
m

0

22
3 )(

8
3  = ∫ +−

R

xdxxRR
R
m

0

4224
3 )2(

8
3  

 = [ ]
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

RR
R xxRxR

R
m

0

5

0

3
2

0
4

3 53
2

8
3  

 = 2

5
1 Rm   กิโลกรัม-เมตร2 

ดังนั้น  โมเมนตความเฉื่อยของทรงกลมทั้งลูก I    
I     =  2

5
2 Rm     กิโลกรัม-เมตร2   

 
ทฤษฎีแกนขนาน (parallel-axis theorem) 
วัตถุแข็งเกร็งรูปรางอะไรก็ได  มวล m  มีโมเมนตความเฉื่อยรอบแกนที่ผานจุดศูนยกลางมวลเปน ICM  
จะไดวา  โมเมนตความเฉื่อย I  ของวัตถุนี้รอบแกนใด ๆ  ซ่ึงขนานกับแกนที่ผานจดุศนูยกลางมวลและ
อยูหางกนัเปนระยะ  h   มีคาเปน 
  I   =   2hmI MC +      (6)* 
(ดูการพิสูจนในภาคผนวก ก) 
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ทฤษฎีแกนตัง้ฉาก (perpendicular axis theorem) 
วัตถุแข็งเกร็งซึ่งมีรูปรางแบนราบในระนาบ  สําหรับพิกดัฉากชุดใดๆซึ่งจุดกําเนดิอยูในระนาบของ
วัตถุ  โมเมนตความเฉื่อยรอบแกนที่ตั้งฉากกับระนาบ  จะเทากับผลบวกของโมเมนตความเฉื่อยรอบ
แกนทั้งสองที่เหลือที่อยูในระนาบของวัตถุ 
(ดูการพิสูจนในภาคผนวก ก) 
ตัวอยางที่ 4 กาํหนดใหโมเมนตความเฉื่อยของแทงโลหะรอบแกนที่ตั้งฉากกับศูนยกลางมวลของแทง

โลหะยาว L มวล m  เทากับ 2

12
1 mL  จงใชทฤษฎีแกนขนานคํานวณโมเมนตความเฉื่อยรอบแกนซึ่ง

ตั้งฉากกับแทงโลหะและผานปลายดานใดดานหนึ่ง  ดังรูป 4 
 

 
วิธีทํา เนื่องจากแกนหมุนที่ผานจุดศูนยกลางมวล  และแกนหมุนที่ผานปลายแทงโลหะ  ขนานกันและ
อยูหางกนัเปนระยะ   2/L    จากทฤษฎีแกนขนาน  จะไดวา 

2

2
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+=

LmII MC  

     =  222

3
1

4
1

12
1 mLmLmL =+  

เทากับการคํานวณโดยตรงในตัวอยางที่ 1ข      
 
4 ทอรก  

ถาอนุภาคถูกแรง F
v

 กระทํา  เรานิยามทอรก τv  ที่กระทําตออนุภาคเทยีบกับ (รอบ) 
จุดอางอิง (จุดหมุน) จุดหนึ่ง  ดวยผลคูณเชงิเวกเตอรของเวกเตอรตําแหนงกับแรง  คือ 
 τv    =   Fr

vv ×       (7)* 
เมื่อ  rv   คือเวกเตอรตําแหนง  ซ่ึงชี้จากจุดหมนุไปยังอนภุาค 

จากนยิามจะเห็นไดอยางชัดเจนวา  ทอรกเปนปริมาณที่ขึน้กับจุดหมุน เชนเดียวกับ 
โมเมนตัมเชิงมุม 

2/L  

แกนหมุนที่ผานปลาย

แกนหมุนที่ผาน CM

รูป 4 
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ในกรณีของระบบอนุภาค   เรานิยามทอรกของแรงภายนอกระบบรอบจุดหมนุจุด 
หนึ่งดวยผลรวมของทอรกที่กระทําตออนภุาคแตละตวัรอบจุดหมุนจุดนั้น  คือ 
 τv    =   ∑ × iexti Fr

vv      (8) 
 เมื่อ   ir

v       คือ เวกเตอรตาํแหนงซึ่งชี้จากจุดหมุนไปยงัอนุภาคตัวที่ i  

iextF
v

 คือ แรงภายนอกระบบที่กระทําตออนุภาคตัวที่ i  
5 ความสัมพันธเบื้องตนระหวางทอรกกับโมเมนตัมเชิงมมุ 
 จากภาคผนวก ข  เราไดวา   

   τv      =    
td
Ld
v

                (9)* 

 คือ ทอรกของแรงภายนอกระบบ  เทากับ อัตราการเปลี่ยนแปลงของโมเมนตัมเชิงมมุของ
ระบบ(สังเกตโดยผูสังเกตบนกรอบอางอิงเฉื่อย) โดยทั้งทอรกและโมเมนตัมเชิงมุมตองคิดรอบจุด
เดียวกัน ในทางปฏิบัติเรามักเลือกจุดซึ่ง 

1) เปนจุดตรึง (อยูนิ่งและไมมีความเรง)   
2) หรือถามีความเรงก็ตองเปนจดุศูนยกลางมวลของระบบ   
3) หรือถาไมใชจดุศูนย กลางมวลของระบบก็ตองมีความเรงพุงเขาหรือพุงออกผานศนูยกลาง

มวล   
จุดทั้งสามแบบนี้ทําใหสมการ (9) เปนจริง 
สมการ (9) พรอมเงื่อนไขทั้งสาม  ใชไดไมวาจะเปนการหมุนและกลิ้งในระนาบ หรือการหมุนใน

สามมิติ และเปนสมการพื้นฐานในการหาสมการที่จะบรรยายการหมุน ไมวาจะเปนการหมุนและกลิ้ง
ในระนาบ  หรือหมุนใน 3 มติิ 
พึงระลึก  จุดที่อยูนิ่งอาจมีความเรงก็ได  ตวัอยางเชนมวลติดสปริงและกําลังสั่นแบบฮารมอนิกอยาง
งายนั้น  ตําแหนงที่มวลอยูนิง่(ช่ัวขณะ) เปนตําแหนงที่มคีวามเรงมากทีสุ่ด 
 หรือในกรณีทีท่รงกระบอก(หรือทรงกลม)  กล้ิงโดยไมไถลบนพื้นราบหรือพื้นเอยีง  ตําแหนง
บนทรงกระบอก ที่แตะกับพื้นนั้นอยูนิ่ง(ช่ัวขณะ) แตมคีวามเรงในแนวเขาสูจุดศนูยกลางของ
ทรงกระบอก 
 ในเอกสารนี้จะใชคําวาจุดตรึง เพื่อบอกวาเปนจุดที่อยูนิ่งและไมมีความเรง 
6 ความเร็วของตําแหนงตางๆบนวัตถุแขง็เกร็งท่ีกําลังหมนุ  สังเกตโดยผูท่ีติดไปกับวตัถุ 
 เมื่อวัตถุแข็งเกร็งกําลังหมุนดวยความเร็วเชงิมุม ωv   ความเรว็ของจุดใดๆบนวัตถุ  สังเกต(วัด)
โดยผูสังเกตทีต่ิดไปกับวัตถุ  หาไดจาก 
  rv vvv ×= ω        (10)* 
 เมื่อ rv เปนเวกเตอรตําแหนงทีช้ี่จากผูสังเกตไปยังจดุนั้น 
 เพื่อเปนตวัอยางสําหรับผูที่ไมคุนเคยกับสมการ (10) สมมติมีแผนพลาสติกเบากําลังหมุนรอบ
แกนตรึง AB ดวยความเรว็เชิงมุม ωv  (กํามือขวาใหนิ้วทั้งสีไ่ปตามการหมนุ หัวแมมือจะชี้ไปทางซาย
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มือดังในรูป 5 ก)  แผนนี้มีมวล 1m  และ 2m  ติดอยู  ณ เวลาหนึ่งแผนนี้อยูในระนาบของกระดาษ  โดย
มวล  1m  กําลังพุงเขาไปในกระดาษ ดวยความเร็ว ω1h  และมวล 2m  กําลังพุงออกจากกระดาษดวย
ความเร็ว ω2h   (สังเกตโดยเราที่อยูนิ่ง) โดย 1h  และ 2h เปนระยะทางตั้งฉากจากแกน AB  ของมวล 

1m  และ 2m  
 ใหจดุ O เปนจดุอางอิงที่ผูสังเกตอยูดงัในรปู 5กโดยมีระยะทางตั้งฉากจากแกน AB เทากับ 0h  
เราจะเห็น O มีความเร็ว ω0h   ทิศพุงออก 
 

 
 ผูสังเกตที่ O จะเหน็ 1m  พุงเขาในกระดาษดวยความเร็ว ω)( 10 hh +  ซ่ึงเทากับ 1r

vv ×ω  
นั่นเองเพราะ  1r

vv ×ω  มีทิศพุงเขา  สวนขนาดเทากบั   11 sinθω rvv =  )( 10 hh +ω  ดังในรปู 5ข 

 
 ทํานองเดียวกนัผูสังเกตที่ O จะเห็น 2m  พุงออกจากกระดาษดวยความเรว็ ω)( 02 hh −  
ซ่ึงเทากับ 2r

vv ×ω  
 ผลที่ไดจะสอดคลองกับหัวขอที่ 1 เร่ืองความเร็วเชิงมุม  คือผูสังเกตที่ O  จะเหน็ 1m  และ 2m  
หมุนรอบตัวเขาดวยความเรว็เชิงมุม ωv  เดียวกับที่หมุนรอบแกน AB  
 นักเรียนลองไตรตรองดูจะพบวา  ไมวารูปรางของวัตถุแข็งเกร็งจะเปนเชนใด  และไม
จําเปนตองหมนุรอบแกนตรงึ  ผูสังเกตที่ติดไปกับวัตถุจะเหน็ความเรว็ของจุดใดๆบนวัตถุเปนดัง
สมการ (10) เสมอ  
 

ωv  

B A 

2h
0h

1h
1m•

2m•  

o⋅

1r
v

2r
v  

รูป 5 ก 

ωv

1r
v

1θ
1110 sinθrhh v=+

รูป 5ข 
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7 โมเมนตัมเชงิมุมของวตัถแุข็งเกร็งซึ่งหมุนและกลิ้งในระนาบ สังเกตโดยผูสงัเกตทีต่ิดไปกับวตัถุ 
 ในหวัขอที่ 2 ไดกลาวแลววา  เรานิยามโมเมนตัมเชิงมุมของอนุภาครอบจดุๆหนึ่งดวย 

PrL
vvv

×=   ถาเปนโมเมนตัมเชิงมุมของระบบอนุภาคหรือวัตถุแขง็เกร็ง  เรานิยามดวยผลรวมของ
โมเมนตัมเชิงมุมของสมาชิกทั้งหมดรอบจุดๆนี ้
 พิจารณาการหมุนของแผนพลาสติกในรูป 5ก  ถาเราใชจดุอางอิงที่ตรึง(ไมติดไปกับวตัถุ) เมื่อ
วัตถุหมุน  เวกเตอรตําแหนงของมวลแตละตัวก็เปลีย่นไปเรื่อย  ดังนัน้จงึคํานวณหาโมเมนตัมเชิงมมุได
ยาก  แตถาเราอางอิงเทียบกบัจุดที่ติดไปกบัวัตถุ  เมื่อวัตถุหมุน  เวกเตอรตําแหนงของมวลแตละตวัจะ
ไมเปลี่ยน เนื่องจากโมเมนตมัเชิงมุมของสมาชิกตัวที่ i  สังเกตโดยผูสังเกตที่ติดไปกับวตัถุ 

)( iiiiiii rrmvmrL vvvvvv
××=×= ω  ดังนั้นโมเมนตัมเชิงมุมของวัตถุทั้งกอนไดจากการรวมโมเมนตัม

เชิงมุมของสมาชิกทุกตวั  
  ∑ ××= )( iii rrmL vvvv

ω       (11) 

 ในสมการ (11) นี้ เพื่อใหเขาใจงายจึงสมมติวาสมาชิกอยูหางๆกัน จึงใชการรวมแบบ 
summation   ถาสมาชิกเรียงชดิติดกันดังเชนในกรณีวัตถุแข็งเกร็ง  เราใชการรวมดวยการอินทิเกรตซึ่ง
ตางกันเพยีงคณิตศาสตรเทานั้น  แตแนวความคิดทางฟสิกสเหมือนกนั 
 ถาเราสรางพิกัดฉากที่ติดไปกับวัตถ ุ เมื่อแตก L

v
 ในสมการ (11) ออกเปนองคประกอบใน

พิกัดฉากนี้ จะได 
  kLjLiLL zyx

ˆˆˆ ++=
v

      (12) 
 ถาเลือกใหแกน z  ช้ีไปตามทศิของความเร็วเชิงมุม  จากภาคผนวก ค  ในกรณีการหมุนและ
กล้ิงในระนาบ     จะไดวา   

kIjIiIkLjLiLL zyzxzzyx
ˆˆˆˆˆˆ ωωω ++=++=

v
   (13) 

โดย   ∫ −= dmxzI zx    ,    ∫ −= dmyzI zy  

และ   ∫ += dmyxI z )( 22     

 
8 อัตราการเปลี่ยนแปลงของเวกเตอรสังเกตโดยผูสังเกตที่อยูนิง่และผูสังเกตที่หมนุ 
 นักเรียนลองเขียนลูกศรอันหนึ่งบนกระดาษขางหนานกัเรียน  จะเหน็ลูกศรนี้ช้ีทิศเดมิและมี
ขนาดเทาเดิม คือเห็นลูกศรนี้ไมเปลี่ยน  แตผูสังเกตที่นิ่งนอกโลกจะเหน็ลูกศรนี้เปลี่ยนทิศไปเรื่อย
เนื่องจากโลกหมุน เขาจึงบอกวาลูกศรนี้มกีารเปลี่ยนแปลง  เนื่องจากเราสามารถใชลูกศรแทนเวกเตอร
ใดๆได  ดังนัน้จะเห็นวาผูสังเกตที่อยูนิ่งกบัผูสังเกตที่หมุน(อยูบนโลก) จะเหน็อัตราการเปลี่ยนแปลง
ของเวกเตอรใดๆไมเทากัน  เราจะหาความสัมพันธของอัตราการเปลี่ยนแปลงของเวกเตอร  สังเกตโดย
ผูสังเกตที่อยูนิง่และผูสังเกตที่หมุน 
  
 พิจารณาแกน zyx ,,  ที่หมุนดวยความเร็วเชิงมุม Ω

v
 เทียบกับแกน ZYX ,,   ที่อยูนิ่ง  ดังรูป 6 
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 ให A

v
 เปนเวกเตอรใดๆ   

เวกเตอร A
v

    เขียนโดยใชพกิดั zyx ,,   ไดเปน 
  kAjAiAA zyx

ˆˆˆ ++=
v

 
 เนื่องจากพิกัด zyx ,,   หมุน  เวกเตอรหนวยไมไดช้ีทิศเดิม  อนพุันธเทียบกับเวลาของ
เวกเตอร A

v
  สังเกตโดยผูสังเกตที่อยูนิ่ง จึงเปน 

 kAjAiAA zyx
ˆˆˆ &&&&v ++=   +  kAjAiA zyx

&&& ˆˆˆ ++     (14 ) 
 ผูสังเกตที่หมนุจะเห็นเวกเตอรหนวย kji ˆ,ˆ,ˆ  ไมเปลี่ยนทั้งขนาดและทิศทาง  ซ่ึงเห็นได
โดยงายดวยการสรางพิกัดฉากขางหนานกัเรียน  นักเรียนจะเห็น kji ˆ,ˆ,ˆ  ไมเปลี่ยน  นั่นคือ พจน 

kAjAiA zyx
ˆˆˆ &&& ++   บอกถึงอัตราการเปลี่ยนแปลงของ A

v
  สังเกตจากผูสังเกตที่หมุนไปกับพิกัด    

zyx ,,   เขียนเปนสัญลักษณ ( )xyzA&
v

    คือ 

 ( )xyzA&
v

   =  kAjAiA zyx
ˆˆˆ &&& ++       (15) 

  
อัตราการเปลี่ยนแปลงของ î  สังเกตโดยผูสังเกตที่อยูนิ่ง  ดูไดจากรูป 7 

 

 

k̂  
ĵ

î x

y
z  

Ω
v

X  Y

Z  

A
v

รูป 6 

  

î at time t
x  

Ω
v

 

î at time dt   

idˆ

รูป 7 
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 จากรูป  7  เวกเตอรหนวย î  ที่เปล่ียนไปนดิหนอยเมื่อเวลาเปลี่ยนไปนดิหนอย dt คือ idˆ  
ขนาดของ idˆ  = (รัศมีการกวาดรอบแกนหมนุ) (ความเรว็เชิงมุม) (เวลาที่เปลี่ยนไป) 
ถาให θ  เปนมุมระหวาง Ω

v
  กับ î   จะได 

 ขนาดของ idˆ  =  ( )( )dti Ω
v

θsinˆ    =  dtî×Ω
v

 

และเมื่อพิจารณาดูนกัเรียนจะเหน็วาทิศของ idˆ  อยูในทิศของ î×Ω
v

 
นั่นคือ  dtiid ˆˆ ×Ω=

v
 

หรือ   ii
dt
id ˆˆˆ

×Ω==
v&        (16a) 

 ทํานองเดียวกนั  จะได jj ˆˆ ×Ω=
v&       (16b) 

และ  kk ˆˆ ×Ω=
v&        (16c) 

แทน (16 a,b,c)  ลงใน สามพจนหลังของสมการ (14) 

kAjAiA zyx
&&& ˆˆˆ ++    =   )ˆˆˆ(ˆˆˆ kAjAiAkAjAiA zyxzyx ++×Ω=×Ω+×Ω+×Ω

vvvv
 

หรือ kAjAiA zyx
&&& ˆˆˆ ++   =  A

vv
×Ω       (16d) 

แทน (16d)   และ (15)   ลงใน (14)  ได 

 ( ) AAA xyz

vv&v&v ×Ω+=        (17)* 
 สมการ (17) เปนสมการที่เราจะนําไปใช  สมการนี้บอกวา อัตราการเปลี่ยนแปลงของเวกเตอร 
A
v   ใดๆ  สังเกตโดยผูสังเกตทีอ่ยูนิ่ง   จะเทากับอัตราการเปลี่ยนแปลงของเวกเตอร A

v   สังเกตโดยผู
สังเกตที่หมุน(ดวยความเรว็เชิงมุม Ωv  )  บวกกับ A

vv
×Ω  

 พึงสังเกตวาผูสังเกตทั้งสองจะเห็นอัตราการเปลี่ยนแปลงของความเร็วเชิงมุม(ความเรงเชิงมุม)
เทากัน  ทั้งนีเ้พราะ 0=Ω×Ω

vv
    คือ 

 ( )xyzΩ=Ω &v&v         (18) 
9 ความสัมพันธระหวางทอรก  โมเมนตความเฉื่อย  และความเรงเชิงมมุของวัตถุแข็งเกร็ง ในกรณีการ
หมุนและกลิ้งในระนาบ 
 สมการ (9)  นั้นยังไมสะดวกที่จะนํามาใชงาน   เราจะหาสมการที่เหมาะสมกวานี้ไวใชงาน  
ในกรณีการหมุนและกลิ้งในระนาบ  ดังตอไปนี ้

เราเลือกพิกัด xyz  ติดไปกับวัตถุซ่ึงหมุนดวยความเร็วเชิงมุม ωv   โดยเลือกใหจุดกําเนิดอยูที่
จุดที่ทําใหสมการ (9) เปนจริงและเลือกแกน z ใหอยูในแนวของความเร็วเชิงมุม  ดังนั้นความเรว็ของ
วัตถุจึงเทากับ k̂ω   

จากสมการ (13) โมเมนตัมเชิงมุมของวัตถุรอบจุดกําเนดิ  สังเกตโดยผูสังเกตที่หมนุ  คือ 
kIjIiIL zyzxz
ˆˆˆ ωωω ++=

v
     (13) 

จากสมการ (17) ผูสังเกตที่อยูนิ่ง จะสังเกตเห็นอัตราการเปลี่ยนแปลงโมเมนตัมเชิงมมุ เปน 

 ( ) )ˆˆˆ(ˆ kIjIiIkLL zyzxzxyz ωωωω ++×+= &v&v    (19) 
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ผูสังเกตที่ติดไปกับวัตถุจะเหน็ kjiIII zyzxz
ˆ,ˆ,ˆ,,,  คงที่  และเห็นอัตราการเปลี่ยนแปลงของ 

ω  เทากับความเรงเชิงมุม α    ดังนั้น ( ) kIjIiIL zyzxzxyz
ˆˆˆ ααα ++=&v      ระลึกวาผูสังเกตที่หมนุ

หรืออยูนิ่งจะเห็น α   เทากัน (ดูจากสมการ 18) สวนพจนทางขวามือของเครื่องหมายบวกของสมการ 
(19)  ก็ cross เขาไปตรงๆ  ดังนั้น สมการ(19) จะเปน  

jIiIkIjIiIL xzyzzyzxz
ˆˆˆˆˆ 22 ωωααα +−++=&

v
  

kIjIIiIIL zxzyzyzxz
ˆˆ)(ˆ)( 22 αωαωα +++−=&

v
    (19a) 

แตเราเลือกจุดกําเนิดที่ทําใหสมการ τv   =   
td
Ld
v

    =  L&
v

      เปนจริง   ดังนั้นองคประกอบของ

ทอรกในแนวแกน x  คือ  )( 2ωατ yzxzx II −=   ทํานองเดียวกนั  )( 2ωατ xzyzy II +=  และ 

ατ zz I=    
เนื่องจากในการหมุนและกลิ้งในระนาบทีเ่ราเรียนนี้เปนแบบอยางงายซึ่งเราสนใจเฉพาะใน

แนวทิศของความเร็วเชิงมุม  (แนว z )   ซ่ึง ατ zz I=   โดยในหนังสือตางๆมักเขียนสั้นๆเปน 
  τ       =    αI       (20)** 
 ซ่ึงเราตองระลึกวา τ   เปนทอรกในแนวขนานกับแกนหมนุซึ่งแกนหมุนอยูในแนวทิศของ
ความเร็วเชิงมมุ 
 สมการ (20) นีเ้ปนสมการที่ใชมากในเรื่องการหมุนและการกลิ้งในระนาบ   เนื่องจากมันมี
พื้นฐานมาจากสมการ (9) ดังนั้นสมการ (20) จะถูกตองกต็อเมื่อ 

1) แกนหมุนไมมคีวามเรง (ในทางปฏิบัติมักเปนแกนตรึง)  
2) หรือมีความเรงก็ไดถาเปนแกนหมนุที่ผานจุดศูนยกลางมวล   
3) หรือไมเปนแกนหมุนที่ผานศนูยกลางมวลกไ็ดถาเปนแกนหมุนที่ผานจดุที่มีความเรงพุงเขา

หรือออกจากศนูยกลางมวล 
 
สรุป   เกี่ยวกับสมการ  ατ I=     
สมการ  ατ I=   เรียกวากฎขอที่สองของนิวตันกรณีของการหมนุและการกลิ้งในระนาบ 
ที่มาของมันเมื่อมองกวางๆเปนดังนี ้
 เฉพาะกฎขอทีส่องของนิวตันกรณกีารเคลื่อนที่แบบเลื่อนที่คือ ∑ = MCext amF vv

 นั้น  มนัยัง
ไมพอเพยีงถาเราตองการศึกษาการเคลื่อนที่แบบหมุน  ตองมีการดัดแปลง  ขยับขยายเพื่อที่จะได
สมการที่เหมาะสมในการบรรยายการเคลื่อนที่แบบหมนุ  เราดัดแปลงขยับขยายโดยใชเวกเตอร
(พีชคณิตของเวกเตอร) และแคลคูลัส 
 เร่ิมจากการนยิามปริมาณที่เหมาะสมที่จะนํามาใชบรรยายการหมุน  เชน 

ความเร็วเชิงมมุ   ωv     เปนปริมาณทีอ่างอิงเทียบกบัแกน  
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โมเมนตัมเชิงมุม PrL
vvv

×=    เปนปริมาณทีอ่างอิงเทียบกบัจุด  ถาเปนโมเมนตัมเชิงมมุ
ของระบบก็รวมโมเมนตัมเชงิมุมของสมาชิกของระบบ
ทั้งหมด 

โมเมนตความเฉื่อย 2
⊥= rmI   เปนปริมาณทีอ่างอิงเทียบกบัแกน ถาเปนโมเมนตความ

เฉื่อยของระบบก็รวมโมเมนตความเฉื่อยของสมาชิกของ
ระบบทั้งหมด 

ทอรก    Fr
vvv ×=τ    เปนปริมาณทีอ่างอิงเทียบกบัจุด  ถาเปนทอรกที่กระทําตอ 

ระบบก็รวมทอรกของแรงภายนอกทีก่ระทําตอสมาชิกของ
ระบบทั้งหมด 

 เมื่อใชแคลคูลัสและกฎการเคลื่อนที่ขอที่สองแบบเลื่อนที่  รวมทั้งกฎการเคลื่อนที่ขอที่สาม 
ทําใหไดความสัมพันธวา (คือสมการที่ 9) 

  
td
Ld
v

v =τ       (9) 

 คือทอรกของแรงภายนอกระบบ  เทากับอตัราการเปลี่ยนแปลงโมเมนตัมเชิงมุมของระบบ  
สมการที่ (9) จะเปนจริงก็ตอเมื่อจุดที่ใชอางอิงนั้นตองไมมีความเรง  หรือมีความเรงกไ็ดถาเปนจดุ
ศูนยกลางมวล  หรือไมใชจดุศูนยกลางมวลก็ไดถาความเรงของจุดนั้นพุงเขาหรือออกผานศูนยกลาง
มวล 
 สมการที่ (9) ยงัไมเหมาะที่จะนําไปใชงานจริง  ในการใชงานจริงในกรณีของการหมุนและ
กล้ิงในระนาบนั้น เราตองการองคประกอบของสมการ (9) ในแนวขนานกับแกนหมนุซึ่งเปนแนวทิศที่
ตรงประเด็นทีจ่ะใชบรรยายการหมุนและกลิ้งในระนาบ(อยางงายทีเ่ราเรียน)  โดยโมเมนตัมเชิงมุมใน
แนวนี้เขียนไดเปน ωI   และสุดทายทําใหเราไดวา   

  ατ I=  
 เปนสมการที่เราใชบรรยายการหมุนและการกลิ้งในระนาบ โดยแกนหมุนที่เราใชอางอิงนั้น
จะตองไมมีความเรง (ในทางปฏิบัติมักเปนแกนตรึง) หรือมีความเรงก็ไดถาเปนแกนหมุนที่ผานจดุ
ศูนยกลางมวล  หรือไมเปนแกนหมนุที่ผานศูนยกลางมวลก็ไดถาเปนแกนหมุนที่ผานจดุที่มีความเรง
พุงเขาหรือออกจากศูนยกลางมวล 
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10 การหมุนดวยความเรงเชงิมุมคงท่ีในกรณีการหมุนและกลิ้งในระนาบ 

จากภาคผนวก ง  การหมุนและการกลิ้งในระนาบดวยความเรงเชิงมุมคงตัวจะไดวา 
 
  ω  =    tαω +0     (21 ก) 

2ω    =    θαω 22
0 +     (21ข) 

θ  = 2
0 2

1 tt αω +     (21ค) 

  θ     =    t⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

2
0 ωω     (21ง) 

 
 
11 พลังงานจลนของวัตถุแข็งเกร็ง  
 จากภาคผนวก จ  เมื่อวัตถุแขง็เกร็งมีการหมุนและกลิ้ง  เราคํานวณพลังงานจลนของวตัถุได
ดังนี้  
1) ถามีแกนหมุนที่อยูนิ่ง(แกนอาจมีความเรงก็ไดแตความเร็วเปนศนูย) เราพิจารณาได  2 แบบ   
แบบแรก  พจิารณาวาวัตถุมีการเคลื่อนที่แบบหมุนเพยีงอยางเดียวรอบแกนที่อยูนิ่งนี้  คือ   

  
2
1

=kE  Iนิ่ง 2ω       (22) 

 เมื่อ Iนิ่ง  คือโมเมนตความเฉือ่ยของวัตถุรอบแกนที่อยูนิ่งนี้ 
ω   คืออัตราเร็วเชิงมุมที่วัตถุหมุนรอบแกนทีอ่ยูนิ่งนี้   

แบบที่สอง  พิจารณาวาวัตถุเล่ือนที่ดวยและหมุนรอบแกนที่ผานจุดศูนยกลางมวลดวย  ดังนัน้ 

  22

2
1

2
1 ωMCMCk IvmE +=     (23) 

 เมื่อ MCv  คืออัตราเร็วของศูนยกลางมวล 
         MCI  คือโมเมนตความเฉื่อยรอบแกนที่ผานจุดศูนยกลางมวล 

        ω   คืออัตราเร็วเชิงมุมที่วตัถุหมุนรอบแกนที่ผานจดุศนูยกลางมวล (ซ่ึงเทากับอัตราเร็ว 
     เชิงมุมที่วัตถุหมุนรอบแกนที่อยูนิ่ง  ; ดูในหัวขอ 1 เร่ืองความเร็วเชิงมุม) 

ก็คือพลังงานจลนหาไดจากผลรวมของพลังงานจลนเนื่องจากการเลื่อนที่โดยคิดคลายกับวา
มวลทั้งหมดไปรวมอยูที่จดุศูนยกลางมวล  กับพลังงานจลนเนื่องจากการหมุนรอบแกนหมนุที่ผาน
ศูนยกลางมวล 
2) ถาไมมีแกนหมุนที่อยูนิ่ง พลังงานจลนหาไดจากสมการ (23)  เทานัน้ 
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ตัวอยางที่ 5 ทรงกระบอกตันรัศมี 0.1 เมตร กล้ิงลงมาตามพื้นเอียง  ดงัรูป 8 ก 
 

 
 (ก)ทรงกระบอกนี้หมนุรอบแกนใดบาง ทศิของความเร็วเชิงมุมในการหมุนรอบแตละแกนไปทางใด 
ขนาดเทากนัหรือไม 
(ข) ถาทรงกระบอกกลิ้งและไถลดวย สมการ ατ I=  ใชไดกับแกนใดบาง 
ค) ถาทรงกระบอกกลิ้งโดยไมไถล  สมการ ατ I=   ใช ไดกับแกนใดบาง 
วิธีทํา 
ก)อาจพจิารณาไดวาทรงกระบอกหมนุรอบแกนซึ่งตั้งฉากกับกระดาษ   และผานจุดศูนย 
กลางมวล O หรือ A ซ่ึงเปนจุดบนทรงกระบอกที่แตะพื้นและอยูในระนาบของหนาตดัที่ผานจุด
ศูนยกลางมวล O  ดังในรูป 8ข  หรือจุดอื่น ๆ  อีกมากมาย  ขอเพียงเปนแกนที่ไมไดอยูนอก
ทรงกระบอก  ทิศของความเร็วเชิงมุมหาไดจากการกํามอืขวาใหนิ้วทั้งสี่ไปตามทิศของลูกศรโคงในรูป 
8ข   หัวแมมือจะบอกทิศของความเร็วเชิงมุม  คือมีทิศพุงออกจากกระดาษไมวาจะพจิารณาวา
หมุนรอบแกนใด  โดยนอกจากทิศของความเร็วเชิงมุมในการหมุนรอบแกนตาง ๆ เปนทิศเดียวกนัแลว  
ขนาดกย็ังเทากันดวย 
 เมื่อทรงกระบอกกลิ้งลงมาเรื่อยๆนั้น  ทิศของความเร็วเชงิมุมมีทิศพุงออกจากกระดาษ
ตลอดเวลา  จึงเปนการหมนุและกลิ้งในระนาบ 

 

•

  A

รูป 8ข 

B
 

30o 

• O

รูป 8ก 30o 
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 แตทรงกระบอกไมไดหมุนรอบแกนที่ตั้งฉากกับกระดาษและผานจุด B ซ่ึงอยูที่พื้นเอียง  
เพราะทุกๆจดุของทรงกระบอกไมไดหมุนรอบแกนนีด้วยความเรว็เชิงมุมเดียวกัน  ตวัอยางเชน
ความเร็วเชิงมมุของจุด A  รอบแกนนี้เปนศูนย  แตความเร็วเชิงมุมของจุด O  รอบแกนนี้ไมใชศนูย 

ข) ถาทรงกระบอกกลิ้งและไถล ทุกๆจุดบนทรงกระบอกตางก็มีความเรง ดังนั้น  สมการ 
ατ I=   จะใชไดเฉพาะกับแกนที่ตัง้ฉากกับกระดาษและผานจุดศูนยกลางมวล คือแกนที่ผาน

จุด O เทานั้น 
ค) ถาทรงกระบอกกลิ้งโดยไมไถล   จุดบนทรงกระบอกที่ทรงกระบอกแตะพื้นและอยูในระนาบ

ของหนาตัดทีผ่านจุดศูนยกลางมวล O (จุด A ) ความเรงในแนวพืน้เอยีงเปนศูนยแตมีความเรง
ในแนวพุงเขาหาจุดศนูยกลางมวล O  ความเรงลัพธจึงมีทิศพุงเขาหาจดุศูนยกลางมวล O 
ดังนั้น  จึงมแีกนที่ใชสมการ ατ I=  ได 2 แกน  คือ 

1) แกนที่ตั้งฉากกับกระดาษและผานจุดศูนยกลางมวล O กค็ือแกนในขอ ข)  และ 
2) แกนที่ตั้งฉากกับกระดาษและผานจุด A  เหตุผลไมใชเพราะวาแกนนี้อยูนิ่ง  เพราะ

แมวาแกนนี้อยูนิ่งกจ็ริงแตกม็ีความเรง  เพยีงแตความเรงอยูในแนวที่พุงเขาหาจุด O  
ซ่ึงเปนจุดศูนยกลางมวล 

 
ตัวอยางที่ 6 ทรงกระบอกตนัผาครึ่งวางบนพื้นราบ  กําลังกลิ้งโดยไมไถลดังรูป 9  
(ก)ทรงกระบอกผาครึ่งนี้หมุนรอบแกนใดบาง ทิศของความเร็วเชิงมมุในการหมนุรอบแตละแกนไป
ทางใด ขนาดเทากันหรือไม 
(ข) ถาทรงกระบอกผาครึ่งนีก้ล้ิงและไถลดวย สมการ ατ I=  ใชไดกับแกนใดบาง 
(ค) ถาทรงกระบอกผาครึ่งนีก้ล้ิงโดยไมไถล  สมการ ατ I=   ใช ไดกับแกนใดบาง 

 
วิธีทํา    
คราวนี้จุดศนูยกลางมวลไมใชจุด O  แลว แตเปนจุด CM  ในรูป 9 
ก) อาจพจิารณาไดวาทรงกระบอกผาครึ่งนีห้มุนรอบแกนซึ่งตั้งฉากกับกระดาษ   และผานจุด O หรือ
จุดศูนยกลางมวล CM หรือจดุ A ซ่ึงเปนจุดบนทรงกระบอกผาครึ่งที่แตะพื้นและอยูในระนาบของหนา

A

O

•  CM 

รูป 9 
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ตัดที่ผานจุดศนูยกลางมวล O  ดังในรูป 9  หรือจุดอื่น ๆ  อีกมากมาย  ขอเพียงเปนแกนที่ไมไดอยูนอก
ทรงกระบอกผาครึ่ง  ทิศของความเร็วเชิงมมุหาไดจากการกํามือขวาใหนิ้วทั้งสี่ไปตามทิศของลูกศร
โคงในรูป 9   หัวแมมือจะบอกทิศของความเร็วเชิงมุมคือมีทิศพุงเขาไปในกระดาษไมวาจะพิจารณาวา
หมุนรอบแกนใด  โดยนอกจากทิศของความเร็วเชิงมุมในการหมุนรอบแกนตาง ๆ เปนทิศเดียวกนัแลว  
ขนาดกย็ังเทากันดวย  
 เมื่อทรงกระบอกผาครึ่งกลิ้งลงมาเรื่อยๆนั้น  ทิศของความเร็วเชิงมุมมทีิศพุงเขาในกระดาษ
ตลอดเวลา  จึงเปนการหมนุและกลิ้งในระนาบ 
ข)ถาทรงกระบอกผาครึ่งกลิ้งและไถล ทุกๆจุดบนทรงกระบอกผาครึ่งตางก็มีความเรง ดังนั้น  สมการ 

ατ I=   จะใชไดเฉพาะกับแกนที่ตัง้ฉากกับกระดาษและผานจุดศูนยกลางมวล คือแกนที่ผานจุด CM 
เทานั้น 
ค)ถาทรงกระบอกผาครึ่งกลิ้งโดยไมไถล   จุดที่ทรงกระบอกแตะพื้นและอยูในระนาบของหนาตัดที่
ผานจุดศูนยกลางมวล O (จุด A ) จะอยูนิ่งเทียบกับพืน้และมีความเรงพุงเขาหา O  แตไมไดพุงเขาหาจุด
ศูนยกลางมวล CM ดังนั้นจึงใชสมการ ατ I=  ไมได  ทําใหมีแกนที่ใชสมการ ατ I=  ไดเพยีงแกน
เดียว  คือแกนที่ผานจุด CM เทานั้น  เหมือนดังในขอ ข) 
 
ตัวอยางที่ 7 จงพิจารณากรวยกลิ้งบนพืน้ราบ  ดังรูป 10 

 
วิธีทํา   
 แกนหมุนของกรวยคือแนวเสนตรงที่กรวยแตะพื้นดังรูป 8  ความเร็วเชิงมุมชี้ตามแนวนี้  เมื่อ
กรวยเคลื่อนที่ไปทิศของความเร็วเชิงมุมเปลี่ยนไปเรื่อยๆ  จึงไมใชการหมุนและกลิ้งในระนาบ  ดังนั้น
ไมสามารถใชสมการ ατ I=    
 
ตัวอยางที่ 8 ในตัวอยางที่ 5 ถาทรงกระบอกกลิ้งโดยไมไถล 

ก) จงใชแกนที่ตั้งฉากกับกระดาษและผานจุดศูนยกลางมวล   หาความเรงเชิงมุม 
ข) จงใชแกนที่ตั้งฉากกับกระดาษและผานจุด A  หาความเรงเชิงมุม 

 ค) จงหาความเรงของจุดศูนยกลางมวลของทรงกระบอก 

ωv  

รูป 10 
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วิธีทํา 
ความเร็วเชิงมมุรอบแกนใดๆในทรงกระบอกเทากันหมด ซ่ึงก็คือ ความเรงเชิงมุมรอบแกนเหลานี้
เทากันหมดเชนกัน เราจะใชแกนในขอ  ก) และ ข) ทั้ง 2 แกนเพื่อหาความเรงเชิงมุมนี ้ ซ่ึงคําตอบ
จะตองออกมาเทากัน 

แรงที่กระทําตอทรงกระบอก  แสดงในรูป 11    ซ่ึงประกอบดวย 

 
แรงโนมถวง gm ซ่ึงคลายกับวากระทําที่จุดศนูยกลางมวล  เมื่อแยกออกเปนองคประกอบใน

แนวขนานและตั้งฉากกับพืน้เอียง  จะได  ogm 30sin   และ  ogm 30cos  ตามลําดับ 
 แรงที่พื้นเอยีงกระทําตอทรงกระบอกในแนวตั้งฉากกับพื้นเอียงคือ N   
แรงที่พื้นเอยีงกระทําตอทรงกระบอกในแนวขนานกับพืน้เอียง   คือแรงเสียดทานสถิต f   ทิศดูได
โดยงายวาชี้ขึน้ตามพื้นเอยีง   แตขนาดยังบอกไมได  เพราะ Nf sμ≤  
ก)   ใชแกนทีผ่านCM เปนแกนหมนุ โดย   ατ MCMC I=   ซ่ึงทอรกของแรงอื่นเปนศนูยหมด  ยกเวน
ทอรกของ  f  ดังนั้น 

    (0.1) f   =  α2)1.0(
2
1 m      (ก) 

พิจารณาการเลื่อนที่ คือ ∑ = MCext amF vv
  ดูในแนวขนานกับพื้นเอยีง  เนื่องจากทรงกระบอกกลิ้ง

โดยไมไถลความเรงของศูนยกลางมวลในแนวนี้เทากับ α)1.0(  ทิศลงตามพื้นเอยีง  ดังนัน้ 

    fgm o −30sin       =   α)1.0(m     (ข) 

 หรือ        f     =   mm α1.0
2
8.9

−    (ค) 

แทน (ค) ลงใน (ก)  จะได  α   =      32.67      เรเดียน/วินาที2  
ข)แกนทีต่ั้งฉากกับกระดาษและผานจุด A มีโมเมนตความเฉื่อย  

  2222 )1.0(
2
3)1.0()1.0(

2
1)1.0( mmmmII MCA =+=+=  

ทอรกของแรงอื่นเปนศูนยหมด  ยกเวนของ 030singm   ดังนั้น 

A
omg 30cosf

30o รูป 11 

omg 30sin

N
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 α20 )1.0(
2
3)1.0)(30sin( mmg =  

  จะได       α   =   32.67   เรเดียน/วินาที 2 เทากับในขอ ก)   
 
ค)เมื่อพิจารณาวาจุดศนูยกลางมวลหมุนรอบจุด A ซ่ึงอยูนิ่ง(ช่ัวขณะ) ดวยความเรงเชิงมุม α   ดังนั้น  
จะไดวา  ความเรงของจุดศนูยกลางมวล )1.0(α=MCa  =  3.267     เมตร/วินาที2 ทิศลงมาตามพื้น
เอียง          

จะเห็นวาในขอ ก) ซ่ึงเปนวธีิที่ปลอดภัยเพราะใชแกนหมุนที่ผาน CM  นั้น ตองใชสมการถึง 2 
สมการ  แตในขอ ข) นั้น ใชเพียงสมการการเดียวไดความเรงเชิงมุมออกมาเลย  อยางไรก็ตามการใช
แกนในขอ ข) นั้นตองระวังใหดี  ดังไดกลาวมาแลว    
       
ตัวอยางที่ 9 มวล M ผูกดวยเชือกซึ่งพันรอบรอกรัศมี R  เมตร หลายๆรอบ โดยรอกยดึติดกับเพดานดัง
รูป 12 (ก)  ถามวล  มีความเร็ว v เมตร/วินาที  และความเรง a  เมตร/วินาที 2  จงหา 
ก) ความเร็วเชงิมุมของรอก 
ข) ความเรงเชงิมุมของรอก 
ในพจนของ v, a และ R          
 
 
 
 
 
 
 
 
วิธีทํา 
ให   C   เปนจุดบนเชือกในตําแหนงทีเ่ร่ิมสัมผัสกับรอก 
         B   เปนจดุบนเชือกที่อยูระหวางมวล M กับจดุ C 
พิจารณามวล M รวมทั้งเชือกจากมวล M ไปถึงจุด B เปนวัตถุกอนหนึง่  เนื่องจากเชอืกไมยืดไมหด  
ทุกจุดบนวัตถุกอนนี้มีความเร็วและความเรงเดียวกัน  ดังนั้น มวล M และจุด B จะมีความเร็วและ
ความเรงเดยีวกัน 
ในทํานองเดียวกัน  เมื่อพิจารณาเชือกจาก B ถึง C เปนวตัถุกอนหนึ่ง  จุด B และจดุ C ก็จะมีความเร็ว
และความเรงเดียวกัน 
 ดังนั้น  จดุ C มีความเร็ว v  เมตร/วินาที  และความเรง a เมตร/วินาที 2 ทิศลงในแนวดิ่ง 

รูป 12 (ก) 

M 

        (ข) 

M 

  .  C

  .B 

D . 
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พิจารณาจดุ D ซ่ึงเปนจุดบนรอกที่อยูติด ๆ กับจุด C  ถาพิจารณาในแนวดิ่งจะเห็นวาจุด C  และจดุ D 
เคลื่อนที่ไปพรอมกัน  ดังนัน้จุด C และจดุ D มีความเรว็และความเรงในแนวดิ่งเดยีวกัน (จุด D มี

ความเรงเขาสูศูนยกลางดวย  โดยมีขนาดเปน 
2v

R
) 

 นั่นคือจุด D มีความเร็ว v  เมตร/วินาที  และความเรงในแนวดิ่ง  a เมตร/วินาที 2 
เนื่องจากจุด D เปนจุดที่อยูบนรอก  การเคลื่อนที่ของจุด D จึงเปนการเคลื่อนที่ตามแนวเสนรอบวงของ
วงกลมซึ่งมีรัศมี  R เมตร  ความเร็วเชิงมุม  ω   และความเรงเชิงมุม  α   ของจุด D  ก็คือความเร็ว
เชิงมุมและความเรงเชิงมุมของรอกนั่นเอง  ซ่ึงจะไดวา 

  ω   =   
v

R
  เรเดียน/วินาท ี

  α   =    
a

R
  เรเดียน/วินาที 2   ตอบ 

 
ตัวอยางที่ 10   กลอง A  และกลอง B มวล  5 และ 10 กิโลกรัม ตามลําดับ  ผูกดวยเชือกเบาคลองผาน
รอกหมุนไดคลองซ่ึงมีรัศมี 0.1 เมตร มวล 2 กิโลกรัม  เมื่อเร่ิมตนมวลทัง้สองอยูนิ่ง  ดงัรูป  13 (ก)   ถา
เชือกไมมีการไถลไปบนผิวรอก  จงหา   

( รอก   ICM = 21
M R

2
) 

ก) แรงตึงเชือกที่ดึงมวล 5 กิโลกรัม 
ข) แรงตึงเชือกที่ดึงมวล 10 กิโลกรัม 
ค) ความเรงของมวลทั้งสอง 
ง) ความเรงเชงิมุมของรอก 
จ) จํานวนรอบที่รอกหมุนเมื่อเวลาผานไป  3  วินาท ี
 

วิธีทํา สมมติใหกลอง B เคล่ือนที่ลงดวยความเรง a เมตร/วินาที 2  
เนื่องจากเชือกไมยืดหรือหด  ดังนั้น  กลอง A  เคล่ือนที่ข้ึนดวยความเรง  a  เมตร/วินาที 2 
และ เนื่องจากเชือกไมไถลบนรอก  จากตวัอยางที่ 9 จะไดวาความเรงเชิงมุมของรอกรอบแกนหมนุที่
ผานจุดศูนยกลางมวลของรอกและตั้งฉากกับกระดาษ   มีคาเปน 

 CMα   =   
a

R
    =   

a

0.1
    เรเดียน/วินาที 2 ทิศพุงเขาไปในกระดาษ    (ก) 

ผิวรอกเปนผิวฝดไมใชผิวล่ืน  เพราะถาผิวรอกล่ืนเชือกจะไถลไปบนรอกโดยรอกจะไมหมุน  ดังนัน้  
แมวาเชือกจะเปนเชือกเบาแตเมื่อสัมผัสกับผิวฝดความตึงเชือกจึงไมเทากันตลอดทัง้เสน    
ใหแรงตึงเชือกสวนที่อยูระหวางกลอง A กับรอกเปน TA  และสวนทีอ่ยูระหวางกลอง B  กับรอกเปน 
TB 

 รูป 13 (ก) 

 B 
  

 A 
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พิจารณาแรงที่กระทําตอกลอง A   ดังรูป 13 (ข) จะไดวา  
  TA  -  49    =    5 a    (ข) 
พิจารณาแรงที่กระทําตอกลอง B   ดังรูป 13 (ค)  จะไดวา 
  98 – TB   =     10 a    (ค) 
พิจารณารอกและเชือกสวนทีสั่มผัสกับรอกเปนระบบ  ทอรกรอบจุดศูนยกลางรอกของแรงภายนอก
ระบบ  ประกอบดวย 
0.1 TA  ทิศพุงออกจากกระดาษ (ขนานกับแกนหมุน) 
0.1 TB  ทิศพุงเขาในกระดาษ (ขนานกับแกนหมุน) 
ถาใหทิศพุงเขาในกระดาษเปนบวก  จะไดวา 
0.1TB  - 0.1 TA   =   ICM CMα       (ง) 

แทนคา  ICM = 21
M R

2
   และ  CMα จากสมการ (ก)  จะได 

0.1TB  - 0.1 TA    =   21
(2)(0.1)

2
⎛ ⎞⎜ ⎟
⎝ ⎠

a

0.1
    (จ) 

จากสมการ (ข) (ค) และ (จ)  จะได 
  TA   =   64.31    นิวตัน   คําตอบขอ ก  
  TB   =   67.38  นิวตัน   คําตอบขอ ข 
  a     =   3.06  เมตร/วินาที 2  คําตอบขอ ค 

 CMα    =  
a

0.1
  =  30.6  เรเดียน/วินาที 2  คําตอบขอ ง 

เนื่องจากความเรงเชิงมุมคงตัว  จากสูตร  θ  = 2
0

1
t t

2
ω + α    

จะไดวาเมื่อเวลาผานไป  3  วินาที   

θ  =   0 + 2)3)(6.30(
2
1  =   137.7   เรเดียน 

จํานวนรอบ =    
π2

7.137   =   21.92 รอบ คําตอบขอ จ 

        (ข) 

 A 

 TA 

 5g 
 a 

 B

 TB 

 10g 
 (ค)

 a 

 TA  TB 

  (ง) 
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หมายเหต ุถารอกเบา  คือ ICM ≈ 0  จากสมการ (ง) จะไดวา TA = TB  นั่นคือ  แมผิวรอกสวนที่สัมผัสกับ
เชือกเปนผิวฝด  แตถารอกเบาและหมนุไดคลอง  ถือไดวาแรงตึงเชือกเทากันทั้งเสน 
ตัวอยางที่ 11 มวล 0.1 กิโลกรัม อยูบนโตะเกลี้ยงผูกกับเชือกที่รอยผานรูเกล้ียง  ดังรูป 14  เมื่อ
เร่ิมตนมวลหมุนรอบรูเปนวงกลมรัศมี 0.3 เมตร  ดวยความเร็วเชิงมุม 2 เรเดียน/วินาที  จากนั้นใชมือดึง
เชือกชา ๆ ที่ปลายดานลางใตโตะจนรัศมขีองการหมุนเปน  0.25  เมตร 
 

ก) โมเมนตัมเชิงมุมของมวล  (รอบจุด O)  หลังดึงเชือกเปน
เทาใด 
ข) พลังงานจลนของมวลเพิ่มขึ้นหรือลดลงเทาใด 
ค)  งานที่มือทาํเปนกี่จูล 
 
 
 

วิธีทํา ก) กอนดึงเชือกโมเมนตัมเชงิมุมรอบรู (จุด O) = mvr = 2m rω  = (0.1)(2)(0.3)2 

  =  1.8 x 10-2     กิโลกรัม-เมตร2/วินาที    ทิศของโมเมนตัมเชิงมุมพุงลงใตโตะ 
แนวแรงที่เชือกดึงมวลผานจดุ O ตลอดเวลา  ดังนั้นทอรกของแรงรอบจุด O จึงเปนศูนย   
โมเมนตัมเชิงมุมของมวลรอบจุด O จึงคงตัวตลอดเวลา 
ดังนั้น โมเมนตัมเชิงมุมของมวลหลังดึงเชอืก  =  1.8 x 10-2   กิโลกรัม-เมตร2/วินาที    ทิศพุงลงใตโตะ
         คําตอบขอ ก 
ข) กอนดึงเชือกพลังงานจลนของมวล =  21

mv
2

  =  21
m( r)

2
ω  

     =  21
(0.1)(0.6)

2
 =  21.8 10−×    จูล 

เนื่องจากโมเมนตัมเชิงมุมของมวลรอบจุด O  คงตัวตลอดเวลา  ดังนั้น 
 โมเมนตัมเชิงมุมกอนดึงเชือก   =  โมเมนตัมเชิงมุมหลังดึงเชือก 
           1.8 x 10-2            =  (0.1)(v)(0.25) 
ดังนั้น     ความเร็วหลังดึงเชอืก          v   =  0.72     เมตร/วินาท ี

 และพลังงานจลนหลังดึงเชือก   =  21
(0.1)(0.72)

2
=  22.592 10−× จูล 

 แสดงวา   พลังงานจลนเพิ่มขึ้น   =  7.92 x 10-3     จูล  คําตอบขอ ข 
ค)  พลังงานจลนที่เพิ่มขึ้น  มาจากงานที่มอืทํา  ดังนั้น 
   งานที่มือทํา   37.92 10−×   จูล 
         คําตอบขอ ค 

  ,o  O r

รูป 14 
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ตัวอยางที่ 12 ในรูป 15  ชายคนหนึ่งมวล 60 กิโลกรัม วิ่งดวยความเรว็ 5 เมตร/วินาที ตามแนวเสน
สัมผัสของแผนจานขนาดใหญรัศมี 3 เมตร มวล 100 กิโลกรัม  แลวกระโดดขึ้นไปบนจาน  ถาจาน
หมุนไดรอบแกนตรึงที่ตั้งฉากกับจานและผานจุดศูนยกลางของจาน    (จุด O) และเดิมจานอยูนิ่ง   เมื่อ
คนขึ้นไปอยูบนจานและเคลื่อนที่ไปพรอม ๆ กัน  จงหาความเร็วเชิงมุมของคนและจาน  
 วิธีทํา       
 
 
 
 
 
 
 

หลังจากที่คนขึ้นไปอยูบนจาน  ทั้งคนและจานจะหมุนรอบแกนที่ตั้งฉากกับจานและผานจุด O 
ซ่ึงแมไมใชแกนที่ผาน CM ของระบบ (คน+จาน) แตเปนแกนตรึง ดังนัน้  เราจะใชแกนนี้เปนแกน
หมุน  และเมื่อดูสมการ 

dt
Ld
v

v =τ   

            ถาทอรกของแรงภายนอกรอบจดุ O ในองคประกอบที่ขนานกบัแกนหมุน  เปนศูนย  โมเมนตัม
เชิงมุมในองคประกอบที่ขนานกับแกนหมนุก็ตองคงที ่
  พิจารณาคนและจานเปนระบบ   เมื่อคนกระโดดเหยยีบจานจะมีแรงทีจ่านกระทําตอเทาคน  
และแรงที่เทาคนกระทําตอจาน  แตแรงทัง้สองเปนแรงภายในระบบ  ซ่ึงทอรกของแรงภายในระบบไม
ทําใหโมเมนตมัเชิงมุมของระบบเปลี่ยนแปลง 
แรงภายนอกระบบประกอบดวย 

แรงโนมถวง  แตไมทําใหเกดิทอรกรอบจดุ O ในแนวขนานกับแกนหมุน  
แรงที่แกนทาํตอจาน (แกนอาจเปนเพลากลม เราถือวาเล็กมากและเสียบผานจุด O) แตไมมี

ทอรกเชนกัน  เพราะระยะทางจากแรงไปยังจุด Oมีคาเปนศูนย 
ดังนั้น ไมมทีอรกในแนวขนานกับแกนหมุนของแรงภายนอกระบบ  โมเมนตัมเชิงมุมใน

แนวขนานกับแกนหมุน  จึงคงที่ 
--พิจารณาขณะที่คนลอยในอากาศ  และกาํลังจะเหยียบจาน 
กอนคนเหยยีบจาน โมเมนตัมเชิงมุมของระบบในแนวขนานกับแกนหมุนมีแตโมเมนตัมเชิงมุมของคน  
ซ่ึงเทากับ   mvr   =   (60)(5)(3)   =   900    กิโลกรัม-เมตร2/วินาท ี
ถาจานวางในระนาบของกระดาษดังรูป 13  ทิศของโมเมนตัมเชิงมุมจะพุงเขาในกระดาษและจะขนาน
กับแกนหมุน 

O•    

รูป 15 



 การหมุนและการกลิ้งในระนาบ   คายสอวน.ฟสิกส ม.ศิลปากร    ผศ.ดร.ธีระพันธุ สันติเทวกุล 28

หลังเหยยีบจาน  โมเมนตความเฉื่อยของคน + จาน =   (60)(3)2+
1

2
(100)(3)2 

     =   990  กิโลกรัม-เมตร2 
หลังเหยยีบจาน  ใหความเรว็เชิงมุมของคนและจาน =   ω       เรเดียน/วินาท ี
เนื่องจาก  โมเมนตัมเชิงมุมของระบบในแนวขนานกับแกนหมนุคงตัว  คือ 
โมเมนตัมเชิงมุมกอนเหยียบ    =  โมเมนตัมเชิงมุมหลังเหยยีบ 
  900 = 990 ω  

  ω  = 
10

11
 เรเดียน/วินาท ี   ตอบ 

 
หมายเหต ุทิศและขนาดทอรกของแรงโนมถวงที่กระทําตอคนและจาน  คิดรอบจุด O ในรูป 15 หาได
จาก τv  = r F×vv    

เมื่อ rv  คือเวกเตอรตําแหนงเทยีบกับจดุ O ดงันั้น 
 ทอรกของแรงโนมถวงที่กระทําตอคน   =   (3)(60)(9.8)   =   1764  นิวตัน-เมตร ทิศตั้งฉาก
กับแกนหมุน 
 และเนื่องจากแรงโนมถวงทีก่ระทําตอจาน  คิดไดคลายกบัวากระทําทีจ่ดุ O ซ่ึงเปนจุด
ศูนยกลางมวลของจาน  ดังนัน้  ทอรกของแรงโนมถวงทีก่ระทําตอจาน  คิดรอบจุด O  จึงมีคาเปนศนูย 
 จะเห็นวาไมมทีอรกของแรงภายนอกระบบในแนวขนานกับแกนหมนุ 
 
ตัวอยางที่ 13  ไมสม่ําเสมอมวล 5 กิโลกรัม ยาว 2 เมตร ผูกปลายทั้งสองดวยเชือกหอยไวกับเพดาน
ทําใหไมอยูในแนวระดับ ดังรูป 16 (ก)   ตัดเชือกเสนขวาใหขาด     ทนัทีที่เชือกขาด  จงหา 
ก) แรงตึงเชือกของเชือกเสนซาย 
ข) ความเรงของจุดศูนยกลางมวล  O 
ค) ความเรงของปลาย B 
 
 
 
 
 
วิธีทํา 
ก)ให  Aα   เปนความเรงเชิงมุมของไมรอบแกนที่ตั้งฉากกับกระดาษ และผานจุด A  ในทันทีที่เชือก
ขาดนั้นจดุ A ไมมีความเรง  จึงใชสมการ τ  = Iα     ได  คือ 

Aτ  =  A AI α  

A B  
 (ข) 

T

5g

O
A B 

 รูป 16 (ก) 
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     (5)(9.8)(1)   =   2
A

1
(5)2

3
⎡ ⎤α⎢ ⎥⎣ ⎦

 

   Aα    =   7.35  เรเดียน/วินาที 2 
 ทันทีที่เชือกขาด  ทุกตําแหนงของไมตางก็มีความเรง  ยกเวนจุด A   อยางไรก็ตาม  ไดกลาว
มาแลววา  แกนที่ตั้งฉากกับกระดาษและผานจุด O ซ่ึงเปนจุดศูนยกลางมวล สามารถใชสมการ τ  = 
Iα  ได  ถึงแมแกนนี้จะมีความเรง   โดยความเรงเชิงมุม  Oα  รอบแกนที่ผานจดุ O นี้ เทากับ ความเรง
เชิงมุมรอบแกนที่ผานจุด A       
ดังนั้น    Oα    =   7.35  เรเดียน/วินาที2 
 เพราะวา Oτ  = O OI α  

 จะได           T(1)   =   21
(5)2 7.35

12
⎡ ⎤
⎢ ⎥⎣ ⎦

 

             T   =   12.25           นิวตัน  คําตอบขอ ก 
ข) ให  A  เปนจุดหมุน     จาก   a  =  Rα   เมื่อพิจารณาวาจุด O หมุนรอบจุด A  จะไดวา 
 ความเรงของจดุ O   =   7.35(1)   =   7.35 เมตร/วินาที2    คําตอบขอ ข 
ค) ทํานองเดยีวกัน ความเรงของจุด B  =  7.35(2)   =  14.7   เมตร/วินาที2 คําตอบขอ ค 

หมายเหต ุความเรงของจุด O ซ่ึงเปนจุดศูนยกลางมวล   อาจหาจาก extF∑v = CMMav   คือ 
49  - 12.25 =   5a 
a    =   7.35  เมตร/วินาที2 
 
---ตัวอยางที่ 14-17 จะเปนตวัอยางเพื่อใหเขาใจการคํานวณพลังงานจลนของวัตถุแข็งเกร็ง 
ตัวอยางที่ 14  
วัตถุแข็งเกร็งประกอบดวยลูกกลม A มวล 1 กิโลกรัม  ลูกกลม B มวล 2 กิโลกรัม  และคานเบายาว 1.5  
เมตร  โดยลูกกลมทั้งสองยึดติดกับปลายคาน  ดังรูป 17  ถาจุดศูนยกลางมวลมีความเร็ว   3   เมตร/
วินาที  โดยคานหมุนทวนเขม็นาฬิการอบแกนที่ต้ังฉากกับหนากระดาษและผานจุดศูนยกลางมวล   
ดวยความเรว็เชิงมุม  1  เรเดยีน/วินาที  จงคํานวณพลังงานจลนของวัตถุนี ้
        
 
 
 
 
 
 

 CM    
  0.5m 

  1m 

  3 m/s 

รูป 17 

  A 

 B 
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ก)โดยตรงจากสูตร   2

2
1 vmEk =  

 ข)โดยใชสมการ      22

2
1

2
1 ωMCMCk IvmE +=  

วิธีทํา 

CM  จะอยูหางจากจุด B  เปนระยะทาง = 
2(0) 1(1.5)

2 1

+

+
 = 0.5  เมตร 

ก)  จาก  v  =  ωR  จะไดวา 
ความเร็วของ     A  เทียบกับ   CM   =  (1)(1)    =  1      เมตร/วินาที  ทิศไปทางซาย 
และความเรว็ของ  B เทียบกับ CM  =  (1)(0.5)  =  0.5  เมตร/วินาที  ทิศไปทางขวา 
เนื่องจากความเร็วของ CM = 3  เมตร/วินาที   ทิศไปทางขวา  ดังนัน้  จะไดวา 
ความเร็วของ A  คือ vA = 3 – 1    =   2     เมตร/วินาที    ทิศไปทางขวา 
ความเร็วของ B  คือ vB = 3 + 0.5 =   3.5   เมตร/วินาที    ทิศไปทางขวา 

พลังงานจลนของระบบ    =  2 2
A A B B

1 1
m v m v

2 2
+ =   2 21 1

(1)(2) (2)(3.5)
2 2

+   

=  14.25        จูล คําตอบขัอ ก 

ข) จาก   Ek =  2
CM

1
Mv

2
+ 2

CM CM

1
I

2
ω   

 
 โดย ICM =  2

i im r∑  =  (1)(1)2 + (2)(0.5)2 =  1.5  กิโลกรัม-เมตร 2 

ดังนั้น    Ek =  2 21 1
(1 2)(3) (1.5)(1)

2 2
+ +  =  14.25     จูล คําตอบขอ ข 

จะเห็นวาไดคําตอบเทากันกบัขอ ก) 
ตัวอยางที่ 15 กลอง A , B และ C มวล  2 , 2 และ 4 กิโลกรัม  ตามลําดับ  ติดกับคานเบายาว 4  เมตร  
รวมกันเปนวัตถุแข็งเกร็งอันหนึ่ง   ณ เวลาหนึ่งพบวาคานอยูในแนวดิง่  โดยกลอง A และกลอง C มี
ความเร็ว 6 และ 1 เมตร/วินาที  ตามลําดับ  ทิศไปทางขวามือ  ดังรูป 18 (ก)  
 
   
 
 
 
 
 
 

 A 

B

 C 

 1m 

 3m 

 1 m/s 

 6 m/s 

 รูป 18 (ก) 

 x 

A

B

 C 

 1m 

3m

  (ข) 
 O 

 •  CM 
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จงหา  
ก) ตําแหนงของ  CM  
ข) ความเร็วเชิงมุมที่วัตถุแข็งเกร็งหมุนรอบแกนที่ต้ังฉากกับกระดาษ  และผาน  CM 
ค) ความเร็วของ CM 

ง) พลังงานจลนของวัตถุแข็งเกร็งโดยใชสมการ      22

2
1

2
1 ωMCMCk IvmE +=    

จ) ความเร็วของกลอง B 

ฉ) พลังงานจลนของวัตถุแข็งเกร็ง  โดยตรงจากสูตร   Ek =  21
mv

2
 

วิธีทํา  
ก) ต้ังแกน x ในแนวดิ่ง  ใหจดุกําเนดิอยูท่ีกลอง C ดังรูป  16 (ข) จะไดวา 

 xCM   =    
(4)(0) (2)(3) (2)(4)

4 2 2

+ +

+ +
   =   1.75     เมตร 

ดังนั้น CM  อยูหางจากกลอง C  เปนระยะทาง  1.75  เมตร   คําตอบขอ ก 
ข) ความเร็วของกลอง A เทียบกับกลอง C = 6 – 1 = 5  เมตร/วินาที  ทิศไปทางขวามอื 
จึงพิจารณาไดวา  กลอง A  หมุนรอบกลอง C   ดวยความเร็วเชิงมุม ω  โดย 

 ω  = 
5

4
  =    1.25    เรเดียน/วินาท ี ทิศพุงเขาไปในกระดาษ 

 นั่นคือ  วัตถุแข็งเกร็งหมุนรอบแกนที่ต้ังฉากกับหนากระดาษและผานกลอง  C   ดวยความเร็ว
เชิงมุม   1.25       เรเดียน/วินาที ทิศพุงเขาไปในกระดาษ 

แตเรารูวา  ถาวัตถุแข็งเกร็งหมุนรอบแกน ๆ หนึ่งดวยความเร็วเชิงมุม ωv   แลว   จะสามารถ
พิจารณาไดวา  วัตถุแข็งเกร็งนี้หมุนรอบแกนอื่น ๆ ซ่ึงอยูในวัตถุแข็งเกร็งและขนานกบัแกนเดิมดวย
ความเร็วเชิงมมุ ωv  เดียวกัน 
ดังนั้น  ความเร็วเชิงมุมที่วัตถุแข็งเกร็งหมนุรอบแกนที่ต้ังฉากกับกระดาษ  และผาน  CM  มีคาเปน 
1.25  เรเดียน/วินาที   ทิศพุงเขาไปในกระดาษ    คําตอบขอ ข 
ค) ความเร็วของ CM เทียบกับกลอง C หาไดจากสูตร v =  ωR = (1.25)(1.75)  
   =  2.1875 เมตร/วินาที    ทิศไปทางขวา 
แตกลอง C มีความเร็ว 1 เมตร/วินาที  ทิศไปทางขวา  ดงันั้น  จะไดวา  ความเร็วของ CM 
 vCM = 2.1875 + 1 = 3.1875 เมตร/วินาที   ทิศไปทางขวา คําตอบขอ ค 

ง) จาก   Ek =  2
CM

1
Mv

2
+ 2

CM CM

1
I

2
ω   

 = { }2 2 2 2 21 1
(2 2 4)(3.1875) 2(2.25) 2(1.25) 4(1.75) (1.25)

2 2
+ + + + +  

 =  60.5625  จูล     คําตอบขอ ง 
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จ) กลอง B หมุนรอบกลอง C ดวยความเรว็เชิงมุม  1.25  เรเดียน/วินาท ี ทิศพุงเขาไปในกระดาษ 
ดังนั้น  ความเร็วของกลอง B เทียบกับกลอง C   =  (1.25)(3)  = 3.75    เมตร/วินาที   ทิศไปทางขวา 
แตกลอง C มีความเร็ว 1 เมตร/วินาที   ทิศไปทางขวา  ดงันั้น  จะไดวา 
ความเร็วของกลอง B = 3.75 + 1 = 4.75  เมตร/วินาที    ทิศไปทางขวา คําตอบขอ จ 

ฉ)  เพราะวา Ek  =  2 2 2
A A B B C C

1 1 1
m v m v m v

2 2 2
+ +  

       =   2 2 21 1 1
(2)(6) (2)(3.75) (4)(1)

2 2 2
+ +  

       =  60.5625 จูล     คําตอบขอ ฉ 
จะเห็นวาเทากบัคําตอบขอ ง) 
คําถาม จากตัวอยางที่ 15 กลอง A มีความเร็ว 6 เมตร/วินาที  ทิศไปทางขวา  และ 
กลอง B มีความเร็ว  4.75 เมตร/วินาที  ทิศไปทางขวา  โดยกลองทั้งสองอยูหางกนั 1 เมตร   
ถาพิจารณาวากลอง B หมุนรอบกลอง A  จงหาความเร็วเชิงมุมในการหมุนนี ้
คําตอบ  ความเร็วของกลอง B เทียบกับกลอง A =  4.75 – 6 = -1.25  เมตร/วินาที   
คือขนาดเปน 1.25 เมตร/วินาที  ทิศไปทางซายมือ  ถากํามือขวาใหนิ้วท้ังส่ีไปไปตามทิศของความเร็ว
คือไปทางซายมือ  หัวแมมือจะพุงเขาไปในกระดาษ  แสดงวาทิศของความเร็วเชิงมุมพุงเขาไปใน
กระดาษ 
ดังนั้น  กลอง B  หมุนรอบกลอง A   ดวยความเร็วเชิงมุม   

ω   =  
1.25

1
  =  1.25    เรเดียน/วินาท ี ทิศพุงเขาไปในกระดาษ 

 
ตัวอยางที่ 16 
 วัตถุแข็งเกร็งประกอบดวยลูกกลม B มวล 1 กิโลกรัม  ลูกกลม C มวล 2 กิโลกรัม  ยึดติดกับคานเบา
ยาว 2.5  เมตร  โดยปลาย A ของคานติดกบับานพับ    ดงัรูป 19  ถาคานหมุนรอบแกนที่ต้ังฉากกับ
กระดาษและผานปลาย A  ดวยความเร็วเชิงมุม  2   เรเดียน/วินาที  ทิศพุงเขาไปในกระดาษ  จงหา
พลังงานจลนของวัตถุนี ้ 
 
 
 
 
 
 
 

 A

 B 

 C 

  รูป 19 

  1m 

 1.5m 
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วิธีทํา 
วิธีท่ี 1   พิจารณาวาวัตถุนี้หมุนรอบแกนหมุนตรึงของบานพับ  แกนนี้ต้ังฉากกับกระดาษและผานจุด A  

ในกรณีแกนหมุนตรึง       Ek  =  21
I

2
ω  จะไดวา 

 Ek   =   ( )2 2 21
(1)(1) (2)(2.5) (2)

2
+   =   27 จูล 

วิธีท่ี 2     
CM ของวัตถุนี้  อยูหางจากจุด A   เปนระยะทาง   2  เมตร    ความเร็วของ  CM หาไดจากสมการ  
v = ωR   คือ    

vCM  =  (2)(2) = 4    เมตร/วินาท ี

จาก    Ek =   2
CM

1
Mv

2
+ 2

CM CM

1
I

2
ω   

เนื่องจาก  ความเร็วเชิงมุมที่วตัถุหมุนรอบแกนที่ผาน  CM  เทากับความเร็วเชิงมุมที่วัตถุหมุนรอบแกน
ท่ีผานจุด  A     ดังนั้น  CMω =  2  เรเดียน/วินาที   และจะไดวา 

 Ek =    ( ) ( )2 2 2 21 1
(1 2)(4) (1)(1) (2)(0.5) (2)

2 2
+ + +  = 27 จูล ตอบ 

 
ตัวอยางที่ 17 ทรงกระบอกบางรัศมี 0.1 เมตร มวล 4 กโิลกรัม กล้ิงโดยไมไถล  โดยจุด 
ศูนยกลางมวลมีความเร็ว 5 เมตร/วินาที  ดงัรูป 20  จงหาพลังงานจลนของทรงกระบอก  
( ทรงกระบอกบาง  CMI = MR2 ) 
วิธีทํา 
วิธีท่ี 1 

พิจารณาวาทรงกระบอกมีท้ังการเลื่อนที่และการหมนุรอบแกนที่
ผานจุดศูนยกลางมวล     
เนื่องจาก   vCM   =  5   เมตร/วินาท ี
 จะได  ความเรว็เชิงมุมรอบแกนที่ผานจดุศนูยกลางมวล 

CMω  =  
5

0.1
   =  50   เรเดียน/วินาท ี

 ดังนั้น   Ek =  2
CM

1
Mv

2
+ 2

CM CM

1
I

2
ω  

    =  21
(4)(5)

2
+  2 21

(4)(0.1) (50)
2
⎡ ⎤⎣ ⎦  

    =   100  จูล 
 

       
A 

รูป 20 

 5 m/s 
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วิธีท่ี 2 
 เนื่องจากจุด A บนทรงกระบอกที่ทรงกระบอกแตะพื้นนัน้อยูนิ่ง(ช่ัวขณะ)  จึงอาจพจิารณาได
วาทรงกระบอกหมุนรอบแกนที่ผานจุด A เพียงอยางเดียวโดยไมมีการเลื่อนที่ 
จากวิธีท่ี 1  CMω    =  50     เรเดียน/วินาที 
ดังนั้น  ความเร็วเชิงมุมที่ทรงกระบอกหมนุรอบแกนที่ผานจุด A   คือ  Aω   =   50   เรเดียน/วินาที  
ดวยเชนกนั 
พลังงานจลนของการหมุนรอบแกนตรึงทีผ่านจุด A หาไดจาก 

   Ek =   2
A A

1
I

2
ω  =   2 2

CM

1
I 4(0.1) (50)

2
+⎡ ⎤⎣ ⎦  

    =   2 2 21
4(0.1) 4(0.1) (50)

2
+⎡ ⎤⎣ ⎦  

    =     100  จูล    เทากับวิธีแรก  ตอบ 
 
ตัวอยางที่ 18 ทรงกระบอกตัน มวล m รัศมี 0.1 เมตร อยูนิ่งสูงจากพื้นราบ 1 เมตร จากนั้นกล้ิงโดย
ไมไถลลงตามพื้นเอียงทํามุม θ  กับแนวระดบั  ดังรูป 21  จงหาวา  จดุศูนยกลางมวลทรงกระบอกมี

ความเร็วเทาใดเมื่อลงมาถึงพื้นราบ  (ทรงกระบอกตนั 2
CM

1
I mR

2
= ) 

 
 

 
 
                          
    
วิธีทํา 
วิธีท่ี 1  จะใชกฎการอนุรักษพลังงาน 
เนื่องจากทรงกระบอกกลิ้งโดยไมไถล  แสดงวาจดุ  A  บนทรงกระบอกที่แตะพื้นเอยีงจะอยูนิ่ง(แตมี
ความเรงพุงเขาหาจุด O)เมื่อเทียบกับพ้ืนเอยีง   แรงเสียดทานเปนแรงเสียดทานสถิตซ่ึงไมทําให
ทรงกระบอกไดรับหรือสูญเสียพลังงาน  แรงตั้งฉาก  N  ก็ไมไดทํางานบนทรงกระบอก  เพราะทิศของ
แรงตั้งฉากกับแนวการเคลื่อนที่ตลอดเวลา   พลังงานกลของทรงกระบอกจึงคงตัว 
พิจารณาวาทรงกระบอกหมนุรอบแกนที่ผานจุด A ดวยอัตราเรว็เชิงมุม  Aω         

ดังนั้น  พลังงานจลนของทรงกระบอก   มีคาเปน 

 Ek =   2
A A

1
I

2
ω  =  2 2

CM A

1
(I m(0.1) )

2
+ ω  

  O 

N 

fA

θ  
รูป 21 

mg 
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  =  2 2 2
A

1 1
m(0.1) m(0.1)

2 2
⎡ ⎤+ ω⎢ ⎥⎣ ⎦

 

   =   0.0075 m 2
Aω   จูล 

เนื่องจากไมมีการสูญเสียพลังงาน  แสดงวา 
พลังงานกลเริ่มตน = พลังงานกลสุดทาย 
ใหพ้ืนราบเปนระดับอางอิงพลังงานศักยโนมถวง  ดังนัน้ 
 m (9.8)(1) = 0.0075 m 2

Aω  
  Aω  = 36.15  เรเดียน/วินาท ี
เพราะวา vCM = CMω R 
แตความเรว็เชิงมุมรอบแกนที่ผานจุดศูนยกลางมวล คือ CMω  มีคาเทากับความเร็วเชิงมุมรอบแกนที่
ผานจุด A คือ   Aω  ดังนั้น  จะไดวา 
  vCM =     (36.15)(0.1) 
   = 3.615  เมตร/วินาท ี  ตอบ 
วิธีท่ี 2 จะใชทอรกเพือ่หาความเรงของจุดศูนยกลางมวล 
พิจารณาวาทรงกระบอกหมนุรอบแกนที่ผานจุด A   ซ่ึงความเรงพุงเขาหาจุดศนูยกลางมวล ดังนั้น 
   Aτ  = IA Aα  
  (mg sin θ )R = 2

CM A(I mR )+ α  

  (mg sin θ )(0.1) = 2 2
A

1
m(0.1) m(0.1)

2
⎡ ⎤+ α⎢ ⎥⎣ ⎦

 

   Aα  = 65.33 sin θ  เรเดียน/วินาที 2 
เพราะวา    aCM = CMα R 
แตความเรงเชงิมุมรอบแกนที่ผานจุดศูนยกลางมวล คือ CMα  มีคาเทากับความเรงเชิงมุมรอบแกนที่
ผานจุด A คือ   Aα  ดังนั้น  จะไดวา   
   aCM = (65.33)(0.1) sinθ  
    = 6.533 sinθ  เมตร/วินาที2 
 เมื่อเร่ิมตน  ทรงกระบอกอยูสูงจากพื้น 1 เมตร ดังนั้นระยะทางที่ทรงกระบอกเคลื่อนที่บนพื้น

เอียงกอนถึงพืน้ราบมีคาเปน 
1

sinθ
  เมตร 

 เนื่องจาก aCM คงตัว  เมื่อใชสมการ  2v =  2u 2a S+  จะไดวา 

   2
CMv  =   0  +  2(6.533 sinθ ).

1

sinθ
 

  vCM =    3.615  เมตร/วินาท ี  ตอบ 
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ตัวอยางที่  19 แทงโลหะทรงกระบอกมวล  1  กิโลกรัม รัศมี  0.2  เมตร มีเชือกพันรอบ 
ผิวนอก จับปลาย A ใหอยูนิ่ง ปลอยใหเคล่ือนที่ในแนวดิง่  ดังรูป 22 (ก) แทงโลหะจะ 
หมุนรอบตัวเอง โดยระนาบของการหมนุคงตัวตลอดการเคลื่อนที่จนจุดศูนยกลางมวลต่ํา 
กวาเดิม 1 เมตร จงหาความเร็วของแทงโลหะ 
 
               
 
 
 
 
 

 
วิธีท่ี 1 ใหจดุ B เปนจดุบนทรงกระบอกที่แตะเชือกที่เวลาใด ๆ  ดังรูป 22 (ข) ความเรงในแนวดิ่งของ
จุด B เปนศูนย(ความเรงในแนวดิ่งของ B = ความเรงของ CM+ความเรงของ B เทียบกบัCM ; ความเรง
ของ CM = 0.2ω ทิศลง ; ความเรงของ B เทียบกับCM = 0.2ω ทิศข้ึน  ความเรงในแนวดิ่งของ B จึง
เปนศูนย)  มีแตความเรงในแนวที่พุงเขาหาจุดศูนยกลางมวล  จึงสามารถใชสมการ τ  =  I α  กับแกน
ท่ีต้ังฉากกับกระดาษและผานจุด B  คือ 
  Bτ   = IB Bα  

 (1)(9.8)(0.2) =   { }2
CM BI (1)(0.2)+ α  

=   { }2 2
B

1
(1)(0.2) (1)(0.2)

2
+ α  

  Bα  = 32.67  เรเดียน/วินาที 2 
 นั่นคือ  ทุก ๆ จุดบนทรงกระบอกจะมีความเรงเชิงมุม 32.67  เรเดียน/วินาที2  รอบแกนหมุนที่
ผานจุด B นี้  เนื่องจากจดุศูนยกลางมวลของทรงกระบอกอยูหางจากจุด B เปนระยะ 0.2 เมตร  
ความเรงของจดุศูนยกลางมวล  หาไดจาก 
  a = α R 
 ดังนั้น aCM =  (32.67)(0.2) 
   = 6.53 เมตร/วินาที 2 
เนื่องจากความเรงคงตัวใชสมการ  v2  =  u2+2aS    จะได 
  2

CMv  = 0 + 2(6.53)(1) 
  vCM = 3.61 เมตร/วินาท ี    ตอบ 
 

 

A 

รูป 22 (ก) 

A 

T

mg
(ข) 

B
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วิธีท่ี 2   
 ถาดูท้ังเชือกและทรงกระบอกเปนระบบ พลังงานของระบบมีแตพลังงานกล  แตเชือกเปน
เชือกเบา  ระบบจึงมีแตพลังงานกลของทรงกระบอก  เนื่องจากจับปลาย A ใหอยูนิ่ง  มือไมไดทํางาน  
งานที่ทําตอระบบเปนศูนย   พลังงานกลของทรงกระบอกจึงคงตัว  
 ใหแนวระดับที่ผานจุดศูนยกลางมวล เมื่อตอนเริ่มปลอยทรงกระบอกเปนระดับอางอิง
พลังงานศักยโนมถวง 
 ดังนั้น  พลังงานกลเริ่มตนเปนศูนย 
 พลังงานกลสุดทาย ประกอบดวย 2 สวนคือ 
      พลังงานศักยโนมถวง   =   -(1)(9.8)(1) 
     =   -9.8  จูล 
     และ พลังงานจลนของทรงกระบอก  โดยถาพิจารณาวาทรงกระบอกหมุนรอบแกนซึ่งผาน
จุด B   โดยไมมีการเลื่อนที่  จะไดวา     

        kE   =   { }2 2 2
B

1 1
(1)(0.2) (1)(0.2)

2 2
+ ω  

    =   0.03 2
Bω  จูล 

เนื่องจากพลังงานกลคงตัวคือ 
 พลังงานกลเริ่มตน = พลังงานกลสุดทาย 
   0 = -9.8 + 0.03 2

Bω  
   Bω  = 18.07 เรเดียน/วินาท ี
 เนื่องจาก v = ωR 
 จะได  vCM = (18.07)(0.2) 
    = 3.61 เมตร/วินาท ี   ตอบ 
 
ตัวอยางที่ 20 แทงโลหะทรงกระบอกมวล 1 กิโลกรัม รัศมี 0.1 เมตร มีเชือกพันรอบผิวนอก เมื่อ
เร่ิมตนทรงกระบอกอยูนิ่ง สูงจากพื้น 5 เมตร ใชมือดึงปลายเชือก A ข้ึนดวยความเรง 2 เมตร/วินาที 2 
ดังรูป 23 (ก) ทําใหระนาบของการหมุนคงตัวตลอดการเคลื่อนที่ เมื่อเวลาผานไป 1 วนิาที จงหา  
 
 
 
 
 
 
 

A 

รูป 23 (ก) mg

a =  2 m/s2  
A 

B 

T 

(ข) 
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ก)  ความเร็วของทรงกระบอก     ข)  ทรงกระบอกอยูสูงจากพื้นกีเ่มตร 
ค)  พลังงานกลของทรงกระบอกเปลี่ยนไปจากเดิมเทาใด   ง)  งานที่มือทํา 
วิธีทํา 
ใหจดุ B เปนจดุบนทรงกระบอกที่แตะเชือกที่เวลาใด ๆ   

ขณะนีเ้ราไมรูวาความเรงของจุดศูนยกลางมวลของทรงกระบอกมีทิศขึน้หรือลง   เราจะสมมติ
วามีทิศลง   
จาก  extF∑v     =   CMmav   ดังนั้น จะไดวา mg  มีคาเปนบวก  และ T  มีคาเปนลบ  คือ 

1(9.8) – T   =    1aCM    (ก) 
คราวนี้จุด B มีความเรงในแนวดิ่งดวย  ความเรงของจุด B จึงไมไดพุงเขาหาจุดศูนยกลางมวล   ดังนัน้  
สมการ  τ=  I α  ใชไดกับแกนทีต้ั่งฉากกับกระดาษและผานจดุศูนยกลางมวลเทานั้น คือ 
  CMτ   =       ICM CMα  

  (0.1) T  =      { }2
CM

1
(1)(0.1)

2
α   

        T  =        0.05 CMα     (ข) 

 ท่ีเวลาใด ๆ ความเรงในแนวดิ่งของจุด B และจุด A มีคาเทากัน  คือ  2 เมตร/วินาที 2 
ทิศขึ้นโดยความเรงของจุดศนูยกลางมวลเทียบกับจดุB คือ (0.1) CMα  เมตร/วินาที 2 มีทิศลง  เนื่องจาก

เราสมมติวาจดุศูนยกลางมวลของทรงกระบอกมีทิศลง ดังนั้น 
   aCM  =       0.1 CMα -  2   (ค) 
 จากสมการ (ก)  (ข) และ (ค)  จะได 
       T =       3.9333      นิวตัน 
     CMα  =       78.6667     เรเดียน/วินาที 2 
      aCM =       5.8667 เมตร/วินาที 2  ทิศพุงลง 
 เนื่องจาก  ความเรง aCM  คงตัว จึงใชสมการ v = u + at ได  ดังนั้น  เมื่อเวลาผานไป 1 วนิาที  
จะได 
  vCM   =      0 + 5.8667(1) =     5.8667 เมตร/วินาท ี คําตอบขอ ก 
 เมื่อเวลาผานไป 1 วินาที ทรงกระบอกเคลือ่นที่ลงเปนระยะทาง 

  S    =  0 + 2)1)(8667.5(
2
1 =    2.9334     เมตร    

ดังนั้น  ทรงกระบอกอยูสูงจากพื้น  5 – 2.9334  =     2.0666    เมตร     คําตอบ
ขอ ข 
   ความเรงเชิงมุม  CMα   คงตัว จึงใชสมการ  ω  =  0ω  +  α t  ได  ดังนัน้ เมื่อเวลาผานไป 1 
วินาที  จะได 
  ω    =  0 + 78.6667(1) =  78.6667   เรเดียน/วินาท ี               
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 ใชแนวระดับที่ผานจุดศูนยกลางมวลของทรงกระบอกเมื่อตอนเริ่มตนเปนระดับอางอิง
พลังงานศักยโนมถวง  โดยเมื่อเร่ิมตนกระบอกอยูนิ่ง   จะได 
 พลังงานกลเมือ่เร่ิมตน   =  0 
 พลังงานศักยสุดทาย      =   -(1)(9.8)(2.9334)    =    -28.7473        จูล 

และ   พลังงานจลนสุดทาย     =  2
CM

1
mv

2
+  2

CM

1
I

2
ω  

 =   2)8667.5)(1(
2
1 +  22 )6667.78()1.0)(1(

2
1

2
1

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧  

    =    32.6802   จูล 
จะไดวา  พลังงานกลสุดทาย  =   (-28.7473 + 32.6802)   =  3.9329 จูล 
นั่นคือ พลังงานกลเพิม่ข้ึน    =  3.9329 - 0    =   3.9329     จูล  คําตอบขอ ค 
เนื่องจาก  มือเคล่ือนที่ดวยความเรง 2 เมตร/วินาที 2 เปนเวลา 1 วินาที 

ดังนั้น  ระยะทางที่มือเคล่ือนที่  =  21
(2)(1)

2
    =  1   เมตร 

จากกฏการเคลื่อนที่ขอท่ี 3  แรงที่มือดึงเชอืกเทากับแรงที่เชือกดึงมือ (แรงตึงเชือก) คือ 3.93 นิวตัน 
ดังนั้น  งานทีมื่อทํา   =   (3.9333)(1)   =   3.9333   จูล    
จะเห็นวาพลังงานกลของทรงกระบอกที่เพิม่ข้ึนไดมาจากงานของมือ ท่ีตางกันเพราะการปดเศษ 

 คําตอบขอ ง 
ตัวอยางที่ 21 ทรงกลมมวล m รัศมี R  เมื่อเร่ิมตนถูกโยนโดยไมหมุนไปในแนวราบดวยความเรว็
ตน v0 ไปบนพื้นราบ ซ่ึงมีสัมประสิทธ์ิความเสียดทานจลนระหวางพืน้กับทรงกลมเปน kμ  ดังรูป 24 
(ก)   จากนัน้ทรงกลมไถลไปตามพื้นโดยทศิของความเร็วเชิงมุมไมเปล่ียน  จงหา 
ก) เวลา t หลังจากโยน  ท่ีทรงกลมเริ่มกล้ิงโดยไมไถล 
ข) ความเร็วเชิงเสนและเชิงมมุของทรงกลม เมื่อเวลา t 
 

 
 
 
 
 
วิธีทํา 
 แรงที่กระทําตอทรงกลม  แสดงดังรูป 22 (ข) 
 จาก extF∑v = CMMav  

 ในแนวดิ่ง   CMav  =  0  ดังนั้น 

v0 

รูป 24 (ก) 

  N 

  mg   fk 

  (ข) 
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      N – mg =   0 
      N  =   mg 
ให   a  เปนความเรงของจุดศนูยกลางมวลในแนวระดับ    จะได 
   fk    =     ma 

         a =   kf

m
      (ก) 

 ทิศของความเรงไปทางซายตามทิศของ fk 
เพราะวา         fk    =    kμ N   =  kμ mg   (ข) 
 แทน (ข) ใน (ก) จะได 
   a =  kμ g      (ค) 
 เนื่องจากทกุจดุบนทรงกลมมีความเรง   สมการ  τ=  Iα  จึงใชไดเฉพาะแกนหมุนที่ต้ังฉาก
กับกระดาษและผานจุดศูนยกลางมวล  คือ 
  CMτ    =  CM CMI α   

   fkR    =   2
CM

2
mR

5
α      (ง)  

จากสมการ (ข)   และ (ง)  จะได    

  CMα   =   k5 g

2R

μ
     (จ) 

จากสมการ (ค)    a   =  kμ g   ซ่ึงคงตัว  ดังนั้น  เมื่อเวลาผานไป  t  ความเร็ว 
        v  =   v0 - kμ g t     (ฉ) 

 ทํานองเดียวกนั  ความเรงเชงิมุม CMα   =  k5 g

2R

μ
  คงตัว  ดังนั้น  เมื่อเวลาผานไป  t  ความเร็ว

เชิงมุม 

       ω     =   0 + k5 g

2R

μ
t     (ช) 

ทรงกลมกลิ้งโดยไมไถล เมื่อ v  =  ωR  ดังนั้น  จาก (ฉ) และ (ช)  จะได 

        v0 - kμ g t   =   k5 g

2R

μ
tR 

          t     =    0

k

v2

7 gμ
     คําตอบขอ ก 

แทนคา t ลงในสมการ (ฉ) และ (ช) จะได 

 ความเร็วเชิงเสน     =    0

5
v

7
 

 ความเร็วเชิงมมุ      =    0v5

7 R
      คําตอบขอ ข 
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ตัวอยางที่ 22 ไมสม่ําเสมอ ยาว L มวล m ต้ังอยูบนพืน้ล่ืนในแนวดิ่ง  ตอมาผลักทอนไมนี้จาก
แนวดิ่งเล็กนอย  แลวปลอยใหลมเอง  จงหาอัตราเร็วเชิงมุมของทอนไม  รอบแกนทีต้ั่งฉากกับกระดาษ
และผานจุดศนูยกลางมวล  ขณะที่ไมกําลังจะฟาดพื้น 
วิธีทํา 

ต้ังแกน x และ y  โดยเมื่อเร่ิมตนใหไมอยูในแนวแกน y  ดังรูป 25  
 เนื่องจากพื้นล่ืน  แสดงวาไมมีแรงในแนวระดับ (แรงเสียด
ทาน) กระทําตอไม  ดังนั้น  CM ของไม  จงึอยูในแนวแกน  y 
ตลอดเวลา 
               และเนื่องจากพืน้ล่ืน  ทอนไมไมมีการสูญเสียพลังงานกล  
ดังนั้น  พลังงานกลจะคงตวั (แรงตั้งฉากของพื้นที่กระทําตอไม  อยูใน
แนวตั้งฉากกบัพื้นและขยับตามปลาย A ทิศการเคลื่อนที่กับทิศของแรง
ต้ังฉากกันตลอดเวลา  จึงไมมีงานของแรงตั้งฉากของพื้น)  
 

วิธีท่ี 1  

พิกัดของจดุศนูยกลางมวลที่เวลาใด ๆ คือ  xCM  =  0  และ  yCM  =  
L

cos
2

θ  

ดังนั้น  อัตราเร็วของ CM ,  CMy& = ( )L
sin

2
− θ θ&        (ก) 

เมื่อเร่ิมตน  ไมมีพลังงานศักยโดยไมมีพลังงานจลน  เนื่องจากพลังงานกลคงตัว ดงันั้น 
พลังงานศักยเร่ิมตน  =   พลังงานจลนในการเลื่อนที่ของจุดศูนยกลางมวล + พลังงานจลน 
           ของการหมุนรอบจุดศูนยกลางมวล + พลังงานศักยท่ีมุม θ  ใด ๆ 
ใหพ้ืนเปนระดับอางอิงพลังงานศักยโนมถวง   จะได 

 mg
L

2
  =  2 2

CM CM CM

1 1 L
my I mg cos

2 2 2
+ ω + θ&         (ข) 

เมื่อ CMω  คืออัตราเร็วเชิงมุมรอบแกนที่ต้ังฉากกับกระดาษและผานจุดศูนยกลางมวล 

 จากรูป 23  จะเห็นวา CMω  = 
d

dt

θ
 = θ&  

แทน (ก) ลงใน (ข) จะได 

 mg
L

2
  =  

2
2 2 2 2
CM CM

1 L 1 1 L
m sin mL mg cos

2 4 2 12 2
⎛ ⎞ ⎛ ⎞ω θ + ω + θ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎝ ⎠

   (ค) 

อัตราเร็วเชิงมมุ CMω  ท่ีมุม θ  ใด ๆ  หาไดจากสมการ (ค)  
เมื่อไมฟาดพืน้พอดี  θ  =  90o   ดังนั้น sinθ  = 1  และ cosθ  = 0 

x

y 

A O

B 

  θ  

 รูป 25 
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จากสมการ (ค) จะไดวา   ω    =  
3g

L
      

วิธีท่ี 2  
 ขณะที่ไมกําลังจะฟาดพื้น  ปลาย A จะอยูนิ่งเทียบกับพืน้  จึงพิจารณาไดวาไมหมุนรอบแกน
ตรึงที่ต้ังฉากกบักระดาษและผานปลาย A ดวยอัตราเรว็เชิงมุม Aω  ดังนั้น 
พลังงานศักยเร่ิมตน = พลังงานจลนของการหมุนรอบปลาย A + พลังงานศักยขณะฟาดพื้น 

  mg
L

2
  =  2

A A

1
I 0

2
ω +  

    =   2 2
A

1 1
mL

2 3
⎛ ⎞ ω⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

  Aω        =   
3g

L
       

แตอัตราเร็วเชิงมุมที่ไมหมุนรอบแกนที่ผานปลาย A  เทากับอัตราเร็วเชิงมุมที่ไมหมุนรอบแกนที่ผาน 

CM       ดังนั้น  จะไดวา  CMω       =   
3g

L
     

ตัวอยางที่ 23 ทอนไมสม่ําเสมอยาว L มวล m ปลายดานหนึ่งพิงผนังล่ืน สวนปลายอกีดานหนึ่งอยู
บนพื้นล่ืน  ดังรูป 26 เมื่อเร่ิมตนจับทอนไมใหอยูนิ่งโดยเอียงทํามุม 0θ  กับพื้น  เมื่อปลอยใหทอนไม
เคล่ือนที่  ทอนไมนี้จะหลุดจากผนังหรือไม  ถาหลุด  จะหลุดเมื่อทอนไมเอียงทํามุมเทาใดกับพืน้ 
วิธีทํา 
ต้ังแกน x , y  ดังรูป 

 พิกัดของจดุศนูยกลางมวลของทอนไม  คือ 

 xCM  =  
L

cos
2

θ            (ก) 

 yCM  =  
L

sin
2

θ            (ข) 

       
            จากสมการ (ก) หาอนุพันธเทียบกบัเวลา จะได 

 CMx&  =   
L

(sin )
2

− θ θ&  (ค) 

หาอนุพันธอีกครั้ง จะได 

   CMx&&    =   ( ) ( ){ }2L
sin cos

2
− θ θ+ θ θ&& &  

 แรงในแนวระดับที่กระทําตอไม   มีแรงทีผ่นังทําตอไม   คือ N2 ดังนั้น 

y 

x 

θ 
O 

N1 

mg 

N2 

 รูป 26 
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  N2     =  m CMx&&   =  ( ) ( ){ }2L
m sin cos

2
− θ θ+ θ θ&& &  (ง) 

 จากสมการ (ข) หาอนุพันธเทียบกับเวลา จะได 

    CMy&   =   
L

(cos )
2

θ θ&    (จ) 

เพราะวา พลังงานจลน  Ek  =   2 2
CM CM CM

1 1
mv I

2 2
+ ω  

     =   ( ) 22 2 2
CM CM

1 1 1
m x y mL

2 2 12
⎛ ⎞+ + θ⎜ ⎟
⎝ ⎠

&& &    

=   2 21
mL

6
θ&  

 เนื่องจากกําแพงและพืน้ล่ืน ดังนั้น  ในระหวางไถลทอนไมไมมีการสูญเสียพลังงานกล  จะได
วา  พลังงานกลเริ่มตน =  พลังงานกลสุดทาย 
 เลือกพื้นเปนระดับอางอิงพลังงานศักยโนมถวง 

   0

L
mg sin

2
θ   =     2 21

mL
6

θ&  + 
L

mg sin
2

θ  

        2θ&   =   0

3g
(sin sin )

L
θ − θ   (ฉ) 

 หาอนุพันธสมการ (ฉ) เทียบกับเวลา จะได 

          2θθ& &&   =     
3g

(cos )
L

− θ θ&   

 หารตลอดดวย θ&  

           2θ&&     =     
3g

cos
L

− θ    (ช) 

 ไมจะหลุดจากผนัง เมื่อ N2 = 0 ดังนั้น จากสมการ (ง) จะได 

        2(sin ) (cos )θ θ+ θ θ&& &   =     0 

 แทนคา 2θ& และ θ&&   จากสมการ (ฉ) และ (ช) ลงไป  จะได 

             sin θ  =    0

2
sin

3
θ  

             θ    =     1
0

2
sin ( sin )

3
− θ  

 นั่นคือ ไมจะหลุดจากผนัง  โดยจะหลุดจากผนัง  เมื่อ 

             θ   =    1
0

2
sin ( sin )

3
− θ    ตอบ  
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12 งานของทอรกเม่ือวัตถุแข็งเกร็งหมุนรอบแกนตรึง 
 เมื่อวัตถุแข็งเกร็งหมุนรอบแกนตรึง  ช้ินสวนแตละช้ินของวัตถุจะเคลือ่นที่ในระนาบ  เพื่อ
ความสะดวกใหระนาบนี้เปนระนาบของกระดาษ 
 สมมติมีแรง F

v  ซ่ึงอยูในระนาบกระดาษกระทําตอวัตถุ  ถา r  เปนระยะจากจุด O ซ่ึงอยูนิ่ง 
(บนแกนหมนุ) ไปยังวัตถุ  เมื่อวัตถุขยับไปเล็กนอย  มุมที่ r กวาดไปจะเปนมุมเล็กๆ dθ   เรเดียน และ
ระยะทางทีแ่รงเคลื่อนที่ (วัตถุเคล่ือนที่) เทากับ r dθ  เมตร  ดังรูป 27 
 
  
    
 
 
 
ถาแยกแรง F

v เปน  2  องคประกอบ  คือ 
 F⊥  คือ แรงในแนวที่ต้ังฉากกับ r 
 //F   คือ แรงในแนวที่ขนานกับ r 
งานนอย ๆ  dW ของแรง  F

v  เมื่อขยับเปนระยะทางสั้นๆ r dθ  เมตร หาไดจาก 
  dW    =    F⊥  r dθ  จูล 
 แต F⊥  r   คือ ทอรก  τ   ของแรง  F

v   คิดรอบจุด O 
ดังนั้น     dW   =    τ dθ       (24) 
สมการ (24) บอกถึงงานยอย ๆ เนื่องจากทอรก  เมื่อวัตถุหมุนเล็กนอย งานทั้งหมดเมื่อหมุนเปนมุม
ใหญๆไดจากการรวมงานยอยๆเหลานี้ ดวยการอินทิเกรตนั่นเอง 
 
 
ตัวอยางที่ 24 แทงไมสม่ําเสมอยาว L มีมวล m ปลายหนึง่ติดบานพับไวกับพืน้ที่จุด A ดังรูป 28  
เมื่อเร่ิมตนไมอยูนิ่งโดยทํามมุ 60o  กับพื้น  จากนั้นปลอยใหไมเคล่ือนทีจ่นกระทั่งทนัทีท่ีจะกระทบพื้น   
จงหา 
 

 
ก) งานทั้งหมดที่แรงโนมถวงกระทําตอไม 
ข) พลังงานจลนของไมท่ีเปล่ียนไป 
ค) ความเรงของปลาย B 
                             

θd
r

r dθ  

O 

  F
v

   รูป 27 

mg

A 
θ

  รูป 28 

  B 
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วิธีทํา 
ก) 
วิธีท่ี 1 ให  θ  เพิ่มข้ึน เมื่อไมหมุนทวนเข็มนาฬกิา  หรือก็คือ ใหทิศของความเร็วเชิงมุม  ความเรง
เชิงมุม  และทอรก  มีคาเปนบวกเมื่อมีทิศพุงออกจากกระดาษ    ดังนั้น  จะไดวา   
ทอรกของแรงโนมถวงคิดรอบจุด A 

  Aτ  =  
L

mg cos
2

− θ  

เนื่องจาก dW  =   dτ θ  

ดังนั้น  dW  =   
L

mg cos d
2

− θ θ    (ก) 

ความหมายของ  สมการ (ก) คือ เมื่อไมหมุนแบบทวนเขม็ไปเปนมุมเล็ก ๆ     dθ  เรเดียน   งานของ
แรงโนมถวงทีทํ่าตอไมหาไดจากสมการ (ก) 
ดังนั้น  งานทั้งหมดของแรงโนมถวงตั้งแตเมื่อไมทํามุม 60o ถึง 0o   หาไดจาก 

  W  =   
0

3

L
mg cos d

2π
θ=

− θ θ∫  

   =    [ ] .
0

3

L
mg sin

2 π
θ=

− θ  

   =    
L 3

mg 0
2 2
⎛ ⎞− −⎜ ⎟
⎝ ⎠

    =    
3

mgL
4

 คําตอบขอ ก 

 
วิธีท่ี 2  แรงโนมถวงที่กระทําตอไม  มีทิศพุงลงในแนวดิ่ง  โดยคิดไดคลายกับวากระทําที่จุดศนูยกลาง
มวลของไม 

 ระยะทางตามแนวแรงที่แรงเคลื่อนที่มีคาเปน 
L

sin60
2

o  = 
3

L
4

 

ดังนั้น  งานของแรงโนมถวง  =   
3

mgL
4

   คําตอบขอ ก 

 
ข) จะหาพลังงานจลนท่ีเปล่ียนไปโดยใชวิธี 3 วิธี 
วิธีท่ี 1  จากหลักของงาน-พลังงานจลน คือ W = kEΔ  
งานที่แรงโนมถวงกระทําบนไม จะเทากับพลังงานจลนของไมท่ีเปล่ียนไป  
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 เมื่อเร่ิมตนไมอยูนิ่ง  พลังงานจลนเปนศนูย  และจากขอ ก) งานที่แรงโนมถวงทําตอไมมีคาเปน  
3

mgL
4

  ดังนั้น 

 พลังงานจลนแทงไมเพิ่มข้ึน 
3

mgL
4

    คําตอบขอ ข 

วิธีท่ี 2  แทนที่จะพิจารณาวาแรงโนมถวงทํางาน  อาจพิจารณาวาเปนพลังงานศักยโนมถวงแทน   ซ่ึง
จะไดวา 
  พลังงานกลเมือ่เร่ิมตน = พลังงานกลเมือ่สุดทาย 
   ki piE E+  = kf pfE E+  

 ถาเลือกพื้นเปนระดับอางอิงโนมถวง  จะได 

         0 + 
L

mg sin 60
2

o  = kfE 0+  

            kfE  =   
3

mgL
4

 

  คือ พลังงานจลนเพิ่มข้ึน 
3

mgL
4

   คําตอบขอ ข 

วิธีท่ี 3 จะหาความเรงเชิงมุม  ความเร็วเชิงมุม  แลวจึงไปหาพลังงานจลน 
 เนื่องจากจุด A ซ่ึงติดบานพับนั้นอยูนิง่  ดังนั้น  สมการ τ  = Iα  จึงใชไดกับแกนซึ่งตั้งฉาก
กับกระดาษและผานจุด A คือ 
   Aτ  = A AI α  
เนื่องจากเราใหทิศพุงออกจากกระดาษเปนบวก  ดังนั้น  จะไดวา 

         −  
L

mg cos
2

θ   =   2
A

1
mL

12
α  

ดังนั้น      Aα   =   −
6g cos

L

θ
 

เพราะวา    Aα   =   Ad

dt

ω
    =    Ad d

d dt

ω θ
⋅

θ
    =    A

A

d

d

ω⎛ ⎞ω⎜ ⎟θ⎝ ⎠
 

 หรือ         Aα dθ     =    Aω Adω  

ดังนั้น          
6g cos

L

θ
−  dθ    =    Aω Adω  

 อินทิเกรตตั้งแตเร่ิมตน คือ θ  = 
3

π . โดย  Aω  =  0   จนถึงสุดทาย  คือ θ  = 0. โดย   Aω =  

Aω   ใด ๆ   จะได 
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.

0

3

6g cos
d

Lπ
θ=

θ
− θ∫   =   

A

A A

0

d
ω

ω ω∫  

   [ ] .
0

3

6g
sin

L π
θ=

− θ    =    
A2

A

02

ωω⎡ ⎤
⎢ ⎥⎣ ⎦

   

      2
Aω   =     

g
6 3

L
 

 พลังงานจลนของทอนไม     =   2
A A

1
I

2
ω  

พลังงานจลนของทอนไม              =   21 1
( mL )

2 12
(

g
6 3

L
) 

           =    
3

mgL
4

 

  เร่ิมตนพลังงานจลนทอนไมเปนศูนย 

  ดังนั้น พลังงานจลนเพิ่มข้ึน 
3

mgL
4

   คําตอบขอ ข 

ค) ความเรงของปลาย B มี 2 สวนประกอบ คือ  
 สวนประกอบในแนวสัมผัสกับแนวการเคลื่อนที่ ta  = A Lα   

และ   สวนประกอบในแนวเขาสูศูนยกลาง Ca  = 2 Lω  

จากวิธีท่ี 3 ขอ ข) เมื่อไมอยูในแนวระดับขนาดของความเรงเชิงมุม Aα  = 
6g

L
      และ  2ω  = 

g
6 3

L
   ดังนั้น  

 at = 
6g

L
L

  =  6g 

และ       ac = 
g

6 3 L
L

 =    6 3 g    ดังนั้น  จะไดวา 

 a =     2 2
t C(a ) (a )+  = 12 g   คําตอบขอ ค 
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ภาคผนวก ก 
ทฤษฎีแกนขนานและทฤษฎแีกนตั้งฉาก 

1) ทฤษฎีแกนขนาน (parallel-axis theorem) 
วัตถุแข็งเกร็งรูปรางอะไรก็ได  มวล m  มีโมเมนตความเฉื่อยรอบแกนที่ผานจุด 

ศูนยกลางมวลเปน ICM  จะไดวา  โมเมนตความเฉื่อย I  ของวัตถุนี้รอบแกนใด ๆ  ซ่ึงขนานกับแกนที่
ผานจุดศูนยกลางมวลและอยูหางกนัเปนระยะ  h  มีคาเปน 

  I   =   2hmI MC +     (ก 1) 
สมการขางบนนี้เรียกวา  ทฤษฎีแกนขนาน  

--พิสูจนทฤษฎีแกนขนาน 
 
 
    
   
 
 
 
 
 
 

 
ให  O  เปนจุดศนูยกลางมวลของวัตถุซ่ึงมีรูปรางใด ๆ    ต้ังแกน x , y และ z            ใหจดุ

กําเนิดอยูท่ีจุด O   ดังรูป ก1   โดยแกน z พุงออกจากกระดาษ 
 ให  ICM  เปนโมเมนตความเฉื่อยรอบแกนที่ผานจุดศูนยกลางมวล (แกน z) 
        I เปนโมเมนตความเฉื่อยรอบแกนที่ขนานกบัแกน z และผานจุด P โดย 
อยูหางจากแกน z เปนระยะ h  ระยะตามแนวแกน x และ y ของจุด P เทากับ a และ b ตามลําดับ 
โมเมนตความเฉื่อยของวัตถุกอนนี้รอบแกนซึ่งผานจุด P หาไดจาก 

  I   =   2r dm∫  

      =   2 2(x a) (y b) dm− + −⎡ ⎤⎣ ⎦∫  

 โดยการอินทิเกรตเปนการอนิทิเกรตทั่วท้ังกอนของวัตถุ 
จัดพจนใหมจะได 

 I  =     2 2 2 2(x y )dm 2a xdm 2b ydm (a b )dm+ − − + +∫ ∫ ∫ ∫        (ก 2) 

x 

y 

  O 
CM 

a 

   h 
    P

r

x-a

y-b

b

dm

รูป ก1 
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 จากนยิามของจุดศูนยกลางมวล    xCM   =  
m

mdx∫   

 เนื่องจากเราตัง้แกนใหจดุกําเนิดทับจดุศูนยกลางมวล  แสดงวา  xCM  =  0 

และจะไดวา   xdm∫  =  0 

ในทํานองเดียวกัน  จะได   ydm∫   =  0 

 ดังนั้น  จากสมการ (ก2)  จึงเปน 

  I   =    2 2 2 2(x y )dm (a b )dm+ + +∫ ∫  

       =    ICM+( )2 2a b dm+ ∫  

       =    ICM+ (a2+b2) m 
  I   =   2hmI MC +     (ก3)* 
 ตามที่ตองการ 
2)ทฤษฎีแกนตั้งฉาก (perpendicular axis theorem) 

วัตถุแข็งเกร็งซ่ึงมีรูปรางแบนราบในระนาบ  สําหรับพิกดัฉากชุดชุดใดๆซึ่งจุด 
กําเนิดอยูในระนาบของวัตถุ  โมเมนตความเฉื่อยรอบแกนที่ต้ังฉากกับระนาบ  จะเทากับผลบวกของ
โมเมนตความเฉื่อยรอบแกนทั้งสองที่เหลือท่ีอยูในระนาบของวัตถุ 
--พิสูจนทฤษฎีแกนตั้งฉาก  
 ใหวตัถุอยูในระนาบ yx  โดยแกน z  พุงออกจากกระดาษ ดังรูป (ก2) 
 

 

•

o  

r  

x  md

y

x

y  

รูป ก 2 
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 พิจารณาสวนยอยของวตัถุนี ้ ซ่ึงมีมวล md  กิโลกรัม  อยูหางจากแกน yz, และ x  
เปนระยะทาง xr,  และ y  เมตร ตามลําดับ 
 โมเมนตความเฉื่อยรอบแกน z ;  โมเมนตความเฉื่อยรอบแกน z ;  ∫= mdrI z

2  

 โมเมนตความเฉื่อยรอบแกน x ;  ∫= mdyI x
2  

 โมเมนตความเฉื่อยรอบแกน y ;  ∫= mdxI y
2  

แต   222 yxr +=  
ดังนั้น ∫ ∫ ∫∫ +=+=+== xyz IIdmydmxmdyxmdrI 22222 )(  

คือ โมเมนตความเฉื่อยรอบแกนที่ต้ังฉากกับระนาบ  จะเทากับผลบวกของโมเมนตความเฉื่อยรอบแกน
ท้ังสองที่เหลือท่ีอยูในระนาบของวัตถุ 

 
 

ภาคผนวก ข 
ความสัมพันธระหวางทอรกกับโมเมนตัมเชิงมุม  

ในกรณีระบบอนุภาคและวัตถุแข็งเกร็ง 
--- พ้ืนฐานสําหรับนักเรียนที่ไมคุนเคยกับการหาอนุพันธของเวกเตอร 
        ในกรณีหาอนุพันธของผลคูณของสเกลาร  เรารูวาเทากับ “หนาดฟิหลังบวกหลังดิฟหนา”   
ตัวอยางเชน 

 4223
3

2
2

323 5)3()2()( xxxxx
dx
dxx

dx
dxxxx

xd
d

=+=+=  

ซ่ึงเทากับ 4
5

5x
dx
dx

=  

       ในกรณีหาอนุพันธของ cross product ก็จะคลายกัน แตหามสลับอันดับ  คือ 

 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
×+×⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=×

dt
BdAB

dt
AdBA

dt
d

v
vv

v
vv
)( = BABA &vvv&v ×+×  

 การใสจุดขางบนเปนการเขยีนแบบยอ หมายถึงการหาอนุพันธเทียบกับเวลา จดุเดยีวเปน
อนุพันธอันดบัหนึ่ง  สองจดุเปนอนุพันธอันดับสอง 

ตัวอยางเชน  [ ]ktjtjtit
dt
d ˆˆ()ˆˆ( 223 −×+  = 

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −×++−×⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ + )ˆˆ()ˆˆ()ˆˆ()ˆˆ( 223223 ktjt

dt
djtitktjtjtit

dt
d  

 = +−×+ )ˆˆ()ˆ2ˆ3( 22 ktjtjtit )ˆ2ˆ()ˆˆ( 23 ktjjtit −×+  
Cross ทีละพจนคลายๆกับ (a+b) (c+d) = ac+ad+bc+bd   จะได 
 = itjtktitjtkt ˆ20ˆ2ˆˆ20ˆ3ˆ3 343343 −+++−++  
 =  ktjtit ˆ4ˆ5ˆ4 343 ++−  
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ซ่ึงเทากับ [ ]ktjtjtit
dt
d ˆˆ()ˆˆ( 223 −×+  = [ ]itjtkt

dt
d ˆ0ˆˆ 454 −++  

 =  itjtkt ˆ4ˆ5ˆ4 343 −+ = ktjtit ˆ4ˆ5ˆ4 343 ++−  
--- ตอไปเราจะหาความสัมพันธระหวางทอรกกับโมเมนตัมเชิงมุม  
(จาก Mechanics  ของ K.R. Symon  แตยกตัวอยางโดยใชระบบอนุภาคที่ประกอบดวยอนภุาคเพยีง 2 
ตัว เพื่อใหนกัเรียนเขาใจไดงาย)   
 เพื่อความชัดเจนจะใชระบบที่ประกอบดวยอนุภาค 2 ตัว เปนตัวอยาง ซ่ึงถาเขาใจแลวก็จะ
เขาใจกรณีระบบที่ประกอบดวยอนุภาคมากกวานี ้
 สมมติ มีอนุภาค 2 ตัว มวล m1 และ m2   ดังรูปที่  ข 1 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
โดย    ext

1F
v  เปนแรงภายนอกระบบที่กระทําตอมวล  m1  

ext
2F
v   เปนแรงภายนอกระบบที่กระทําตอมวล  m2  

           12f
v

    เปนแรงภายในระบบที่มวล m2 กระทําตอ m1   
           21f

v
    เปนแรงภายในระบบที่มวล  m1 กระทําตอ  m2  

 O    เปนจุดที่อยูนิ่ง 
 Q    เปนจุดใด ๆ  ซ่ึงไมจําเปนตองอยูนิ่ง 
 Qr

v   เปนเวกเตอรตําแหนงของจดุ Q เทียบกับ O 

    1r
v และ 2r

v  เปนเวกเตอรตําแหนงของมวล m1 และ m2 ตามลําดับ  เทียบกับ O  
    1Qrv และ 2 Qrv  เปนเวกเตอรตําแหนงของมวล m1 และ m2 ตามลําดับ  เทียบกับ Q 

เพราะวา    1Qrv  =    1r
v - Qr
v      

หาอนุพันธเทยีบกับเวลา  จะได   1Qrv&  =    1r
v& - Qr
v&  

และเพราะวา   2 Qrv   =    2r
v - Qr
v   

หาอนุพันธเทยีบกับเวลา  จะได 2 Qrv&  =    2r
v& - Qr
v&  

โมเมนตัมเชิงมุมของมวล m1 เทียบกับจดุ Q หาไดจาก 

ext
1F
v  ext

2Fv

21f
v

12f
v

1m  2m

2r
v

O

Q
Qr
v

1r
v  Q1r

v Q2r
v

  รูปท่ี ข 1 

  •     •  
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    1QL
v  =    1Q 1 1Qr m r×v v&  

             =     1 1 Q 1 Qm ( r r ) ( r r )− × −v v v v& &  

หาอนุพันธเทยีบกับเวลา จะได 

    1Q

d
L

dt
v

  =   1 1 Q 1 Q 1 1 Q 1 Qm ( r r ) ( r r ) m ( r r ) ( r r )− × − + − × −v v v v v v v v& & & & && &&   

พจนแรกทางขวามือเปนศูนยเพราะ 1 Q( r r )−v v& & ครอสกับตัวมันเอง ดังนั้น 

    1Q

d
L

dt
v      =   1 1 Q 1 Qm ( r r ) ( r r )− × −v v v v&& &&   

             =    1 Q i 1 1 1 Q Q( r r ) m r m ( r r ) r− × − − ×v v v v v v&& &&     (ข 1) 

 แต 1r
v&&   คือ ความเรงของมวล  m1 เทียบกับจดุ O  ซ่ึงเปนจดุที่อยูนิ่ง  จากกฎการเคลื่อนที่ขอท่ี

สอง จะไดวา   m1 1r
v&&   คือแรงทั้งหมดที่กระทําตอมวล  m1  ดงันั้น 

     m1 1r
v&&    =     12f

v
+ ext

1F
v      (ข1a) 

 แทนในสมการ (ข 1)  จะได 

 1Q

d
L

dt
v     =   ext

1 Q 12 1 Q 1 1 1 Q Q( r r ) f ( r r ) F m ( r r ) r− × + − × − − ×v vv v v v v v v&&  (ข 2) 

พึงสังเกตวาอัตราการเปลี่ยนแปลงของโมเมนตัมเชิงมมุทางซายมือนัน้สังเกตจากผูสังเกตบน
กรอบอางอิงเฉื่อย  มิเชนนัน้สมการ (ข1a) จะไมเปนจรงิ 
ในทํานองเดียวกัน เมื่อพิจารณามวล m2 จะได 

 2 Q

d
L

dt
v

    =   ext
2 Q 21 2 Q 2 2 2 Q Q( r r ) f ( r r ) F m ( r r ) r− × + − × − − ×v vv v v v v v v&&  (ข 3) 

 นําสมการ (ข 2) บวกกับ (ข 3)  จะได 

1Q 2 Q

d d
L L

dt dt
+v v   = 1 Q 12 2 Q 21[( r r ) f ( r r ) f ]− × + − ×v vv v v v     

ext ext
1 Q 1 2 Q 2[( r r ) F ( r r ) F ]+ − × + − ×v vv v v v  

1 1 Q Q 2 2 Q Q[m ( r r ) r m ( r r ) r ]− − × + − ×rv v v v v &&&&    (ข 4) 

พิจารณาวงเลบ็แรกทางขวามือ ซ่ึงเปนผลบวกของทอรกรอบจุด Q ของแรง 12f
v

  และ  21f
v

 
 เพราะวา 12f

v
  =  - 21f

v
 เพราะเปนแรงคูกริยา-ปฏิกิริยา  นอกจากนีย้ังอยูในแนวเสนตรงเดียวกนั  

ดังนั้น  ผลบวกของทอรกรอบจุดใด ๆ  ของแรง 12f
v

  และ  21f
v

 จึงมีคาเปนศูนยท้ังส้ิน  วงเล็บแรกทาง
ขวามือจึงเปนศูนย 
 พิจารณาวงเลบ็ที่สองทางขวามือ ซ่ึงคือผลบวกของทอรกของแรงภายนอกระบบ รอบจุด Q  
 ถาเรานิยาม  Qτ

v
วา  คือทอรกรอบจุด Q ท่ีกระทําตอระบบ  ซ่ึงเปนผลรวมของทอรกรอบจุด Q 

ของแรงภายนอกระบบที่กระทําตอสมาชิกแตละตัว ดังนัน้ 
  Qτ

v
         = ext ext

1 Q 1 2 Q 2( r r ) F ( r r ) F− × + − ×v vv v v v  
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สมการ (ข 4) จะเปน 

   1Q

d
L

dt
v +  2 Q

d
L

dt
v    =     Q 1 1 Q Q 2 2 Q Q[m ( r r ) r m ( r r ) r ]τ − − × + − ×v rv v v v v &&&&  (ข 5) 

พิจารณาวงเลบ็สุดทายในสมการ (ข 5)  จะไดวา 

1 1 Q Q 2 2 Q Qm ( r r ) r m ( r r ) r− × + − ×rv v v v v &&&&     

=   1 1 Q 1 Q Q 2 2 Q 2 Q Qm r r m r r m r r m r r× − × + × − ×rv v v v v v v &&&& && &&  

   =    1 1 2 2 Q 1 2 Q Q(m r m r ) r (m m ) r r+ × − + ×rv v v v &&&&   (ข 6) 

จากนยิามของศูนยกลางมวล 
           CMMRv   =     1 1 2 2m r m r+v v  
เมื่อ  M  =  m1 + m2  

ดังนั้นทางขวามือของสมการ (ข 6) จะเปน 

CM Q Q QMR r M r r× − ×v v v v&& &&   =      CM Q QM(R r ) r− ×v v v&&     (ข 7) 

แทนสมการ (ข 7) ลงในสมการ (ข 5) 

     1Q

d
L

dt
v +  2 Q

d
L

dt
v    =      Qτ

v
- CM Q QM(R r ) r− ×v v v&&  

     1Q 2 Q

d
(L L )

dt
+v v

   =     Qτ
v

- CM Q QM(R r ) r− ×v v v&&     (ข 8) 

ถาเรานิยาม  QL
v  วา  คือโมเมนตัมเชิงมุมของระบบรอบจุด Q  ซ่ึงเปนผลรวมของโมเมนตัมเชิงมุมรอบ

จุด Q ของสมาชิกแตละตวั คือ 
  QL

v     =    1Q 2 QL L+v v  

ดังนั้น สมการ (ข 8) จะเปน 

         Q

d
L

dt
v

 =   Qτ
v

- CM Q QM(R r ) r− ×v v v&&    (ข 9)* 

 สมการ (ข9) นี้ เปนสมการที่สังเกตโดยผูสังเกตบนกรอบอางอิงเฉื่อย  
--ในการประยกุตใชนัน้มีกรณีท่ีสําคัญ 3 กรณีคือ  
1) กรณีท่ีจุด Q ไมมีความเรง 
2) กรณีท่ีจุด Q เปนจุดศนูยกลางมวล  
3) กรณีท่ีจุด Q มีความเรงพุงเขาหรือพุงออกผานศูนยกลางมวล 
โดย 
1) ถาจุด Q ไมมีความเรงจะได       Qr

v&&   =     0 

2) ถาจุด Q เปนจุดศูนยกลางมวล จะได     CMRv  - Qr
v =     0 

3) ถา Q มีความเรงพุงเขาหรือพุงออกผานศูนยกลางมวล  จะได Qr
v&&  อยูในแนวเดียวกับ  

CMR
v  - Qr

v  
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ซ่ึงทั้งสามกรณี  สมการ (ข 9) จะเหลือเปน 

   Qτ
v

   =    Q

d
L

dt
v  

เพื่อความสะดวกเราจะเขยีนเปน 

   τv      =    
d

L
dt
v               (ข 10)* 

 คือ ทอรกของแรงภายนอกระบบ  เทากับ อัตราการเปลี่ยนแปลงของโมเมนตัมเชิงมมุของ
ระบบ(สังเกตจากผูสังเกตบนกรอบอางอิงเฉื่อย) โดยท้ังทอรกและโมเมนตัมเชิงมุมตองคิดรอบจุด
เดียวกัน และจะตองเปนจดุทีไ่มมีความเรง  หรือถามีความเรงก็ตองเปนจดุศูนยกลางมวลของระบบ  
หรือถาไมใชจดุศูนย กลางมวลของระบบก็ตองมีความเรงพุงเขาหรือพุงออกผานศนูยกลางมวล  
สมการ (ข 10) จึงจะเปนจริง 

ในที่นี้เราใชระบบที่ประกอบดวยอนุภาค 2 ตัวเปนตวัอยางในการพจิารณา     แต 
สมการ (ข 10)  เปนจริงเสมอไมวาระบบจะมีอนุภาคกี่ตัว  รวมถึงในกรณีของวัตถุแข็งเกร็งดวย 
 
 

ภาคผนวก ค 
โมเมนตัมเชิงมุมของวัตถุแข็งเกร็งสงัเกตโดยผูสงัเกตทีต่ิดไปกับวตัถุ 

 เราจะคํานวณหาโมเมนตัมเชิงมุมของวัตถุแข็งเกร็งสังเกตโดยผูสังเกตที่ติดไปกับวัตถุ  โดย
การหมุนของวตัถุเปนการหมนุและกลิ้งในระนาบ   
 สมมติมีวัตถุแข็งเกร็งกําลังหมุนดวยความเร็วเชิงมุม ωv   และเปนการหมุนและกลิ้งในระนาบ
ซ่ึงทิศของความเร็วเชิงมุมช้ีแนวเดิม  เราสรางพิกัดฉาก xyz  ท่ีติดไปกับวัตถุ  โดยใหแกน z  อยูใน
แนวของความเร็วเชิงมุม  ดังรูป ค1 

 
  

ωv

im•

ir
v

x

y

z

O
รูป ค1 
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พิจารณาวาวัตถุแข็งเกร็งนี้ประกอบดวยมวลชิ้นเล็กๆเรียงอัดกัน  ให im  เปนมวลของชิ้นที่ i  
สวน ir

v  และ ivv  เปนเวกเตอรตําแหนงและความเร็วของมวล im   เทียบกับจดุ O ซ่ึงติดไปกับวตัถุ 
 ความเร็วของมวลชิ้นที่ i  สังเกตโดยผูสังเกตที่อยูท่ีจุด O  หาไดจากสมการ (10) คือ 
  )ˆˆˆ(ˆ kzjyixkrv iiiii ++×=×= ωω vvv     (ค1) 
        =  jxiy ii

ˆˆ ωω +−    
 โมเมนตัมเชิงเสนของมวลชิ้นที่ i  สังเกตโดยผูสังเกตที่อยูจุด O  จึงเปน 
  )ˆˆ( jxiymP iiii ωω +−=

v
     (ค2) 

 โมเมนตัมเชิงมุมของมวลชิ้นที่ i  สังเกตโดยผูสังเกตที่อยูท่ีจุด O  คือ 
  )ˆˆ()ˆˆˆ( jxiymkzjyixPrL iiiiiiiii ωω +−×++=×=

vvv
 

       =  kyxmjzymizxm iiiiiiiii
ˆ)(ˆˆ 22 ++−− ωωω   (ค3) 

โมเมนตัมเชิงมุมของวัตถุท้ังกอน  หาไดจากการรวมโมเมนตัมเชิงมุมของชิ้นเล็กๆทุกช้ิน  เนื่องจาก
มวลชิ้นเล็กๆเหลานี้เรียงอัดกันอยางตอเนือ่ง  การรวมจงึรวมดวยการอินทิเกรต เปน 
  ∫ ∫ ∫ ++−+−= kdmyxjdmzyidmzxL ˆ)(ˆˆ 22 ωωω

v
 (ค4) 

 โดยเราแทนมวลชิ้นเล็กๆ im  ในสมการ (ค3) ดวย dm  และแทนพิกัด iii zyx ,,  ของมวลชิ้น
เล็กๆดวย zyx ,,  
 เราจะมาดวูาตวัไหนบางในเครื่องหมายอินทิเกรตของสมการ (ค4) ท่ีเปนคาคงที่  วิธีการคือดู
วาเราอินทิเกรตเทียบกับอะไร  ก็คือเราอินทิเกรตเทียบกบัมวลเล็กๆ  dm    ดังนั้น ถาเปลี่ยนมวลเล็กๆ
นี้ตัวไหนไมเปล่ียนตัวนั้นกเ็ปนคาคงที่  ดงึออกนอกเครือ่งหมายอินทิเกรตได  จะเหน็วาเมื่อเราเปลี่ยน
ช้ินของมวลเล็กๆ  ตําแหนง zyx ,,  เปล่ียนแต ω  ไมเปล่ียนเพราะมวลเล็กๆทุกกอนมีความเร็วเชิงมุม
เดียวกัน นอกจากนี้  kji ˆ,ˆ,ˆ   ก็ไมเปล่ียนเพราะผูสังเกตที่ติดไปกับวัตถุเหน็เวกเตอรหนวยเหลานี้คงที่
ท้ังขนาดและทิศทาง  ดังนัน้ kji ˆ,ˆ,ˆ,ω  เปนคาคงทีด่ึงออกนอกเครื่องหมายอินทิเกรตได  เปน  
 ∫ ∫ ∫ ++−+−= dmyxkdmzyjdmzxiL )(ˆˆˆ 22ωωω

v
  (ค5) 

 ให   ∫ −= dmxzI zx  
   ∫ −= dmyzI zy  

สวนพจน ∫ + dmyx )( 22    เรารูวามันคือโมเมนตความเฉือ่ยรอบแกน z   เขียนส้ันๆเปน zI  

เมื่อเขียนโมเมนตัมเชิงมุมในองคประกอบของพิกัดฉากนี้  สมการ (ค5) จึงเขียนไดเปน 
 kIjIiIkLjLiL zyzxzzyx

ˆˆˆˆˆˆ ωωω ++=++     (ค6)* 
 พึงสังเกตวาแมความเร็วเชิงมุมมีแตในแนวแกน z   แตโมเมนตัมเชิงมุมมีทุกแนวแกน  ยกเวน
วามวลมีการกระจายตามแกน x  และ z ท่ีเหมาะสมทําให xzI เปนศูนย  ก็จะไมมีองคประกอบของ
โมเมนตัมเชิงมุมในแนวแกน x    หรือถามวลมีการกระจายตามแกน y  และ z ท่ีเหมาะสมทําให yzI

เปนศูนย  ก็จะไมมีองคประกอบของโมเมนตัมเชิงมุมในแนวแกน y  
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ภาคผนวก ง 
การหมุนดวยความเรงเชิงมมุคงตัวในกรณีการหมุนและกลิ้งในระนาบ 
การหมุนและการกลิ้งในระนาบดวยความเรงเชิงมุมคงตัวจะมีความคลายกับการ 
เคล่ือนที่ในแนวตรงดวยความเรงคงตัว  ซ่ึงสามารถหาสูตรเพื่อใชในคาํนวณหาความเร็วเชิงมุมและมุม
ท่ีเกิดจากการหมุน  ไดดังตอไปนี ้

 จาก   α  =   
d

dt

ω
 

หรือเขียนไดเปน   dω  =     α dt      
 อินทิเกรตสมการแบบไมจํากัดเขต  คือ 

     dω∫  = dtα∫      (ง1) 

 เมื่อ  α  คงตัว  จะไดวา 
  ω  =    tα  +  C1    (ง2) 

ถาเมื่อเร่ิมตน  ความเร็วเชิงมมุเปน 0ω   จากสมการ (ง2)  จะได 
    C1 = 0ω  แทนลงในสมการ (ง2)  จะไดความเร็วเชิงมุมที่เวลาใด ๆ 
คือ 
  ω  =   0ω   + tα      (ง3)* 

แต  ω  =  
d

dt

θ
 จึงทําใหเขยีนสมการ (ง3)  ไดเปน 

  dθ  = ( 0ω   + tα ) dt    (ง4) 

อินทิเกรตสมการ (ง4) แบบไมจํากัดเขต   จะได 

  dθ∫  = 0( t)dtω +α∫  

  θ  = 2
0

1
t t

2
ω + α + C2   (ง5) 

 ถาเมื่อเร่ิมตน θ  = 0  จะไดวา  C2  =  0  และสมการ (ง5)  จะเปน 

  θ  = 2
0

1
t t

2
ω + α     (ง6)* 

สมการ (ง6) บอกถึงมุมเนื่องจากการหมนุ  ท่ีเวลาใด ๆ  ในพจนของความเร็วเชิงมุมเร่ิมตน  ความเรง
เชิงมุม  และเวลา 
สมการ (ง6) เขียนใหมไดเปน 

  θ  = 0

1
t( t)

2
ω + α  

   = 0
0

1
t ( t)

2 2

ω⎛ ⎞+ ω +α⎜ ⎟
⎝ ⎠
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 แทนคา   ω    =  0ω   + tα   จากสมการ (ง3)  ลงไปจะได 

  θ     =    0 t
2

ω +ω⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

    (ง7)* 

สมการ (ง7) บอกถึงมุมเนื่องจากการหมนุ  ท่ีเวลาใด ๆ  ในพจนของความเร็วเชิงมุมเร่ิมตน  ความเรว็
เชิงมุมสุดทาย  และเวลา 

จากสมการ (ง3) ; t    =   0ω−ω

α
  แทนในสมการ (ง7)  จะไดวา 

  2ω     =    2
0 2ω + αθ     (ง8)* 

จะเห็นวา  สมการ (ง3)  (ง6) (ง7) และ (ง8)  มีความคลายกับสมการในกรณีการเคลื่อนที่แนวตรงดวย
ความเรงคงตัว   
 

ภาคผนวก จ 
พลังงานจลนในการหมุนของวัตถุแขง็เกร็ง 

1) พลังงานจลนในการหมุนรอบแกนตรึง 
เพื่อความสะดวก  จะพจิารณาวัตถุแข็งเกร็งเปนระบบอนภุาค 
สมมติวัตถุแข็งเกร็งหมุนดวยความเรว็เชิงมุม ωv  รอบ แกนหมุนตรึง (แกน
หมุนที่ไมไดเคล่ือนที่) ดังรูป จ1   
โดย     im  เปนมวลชิ้นหนึ่ง (ช้ินที่ i) ของวัตถุ 
             ir      เปนระยะตั้งฉากจากมวล im ไปยังแกนหมนุ 
อัตราเร็วของมวล im คือ  iv  =  ir ω   

 ดังนั้น พลังงานจลนของมวล   im       =   2 2
i i

1
m r

2
ω  

 และพลังงานจลนของวัตถุท้ังกอนเนื่องจากการหมุน 
              

 kE  =      2 2
i i

i

1
m r

2
ω∑     =   2 2

i i
i

1
( m r )

2
ω∑  

            =      21
I

2
ω       (จ1)* 

เมื่อ  I   คือ โมเมนตความเฉือ่ยรอบแกนหมุน 
สมการ จ1 บอกถึงพลังงานจลนในการหมนุรอบแกนตรงึ 
2) พลังงานจลนในการหมุนรอบแกนไมตรึง 
 เพื่อความสะดวกจะพจิารณาวัตถุแข็งเกร็งเปนระบบอนภุาค   
พิจารณามวลตัวท่ี i ซ่ึงมีมวล im  ดังรูป จ2  ให  O เปนจุดตรึง 

ωv  

รูป จ1 

•  ir
im

แกน
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ir
v   เปนเวกเตอรตําแหนงของมวล im  

      เทียบกับจุด O 
 CMrv   เปนเวกเตอรตําแหนงของจดุศูนยกลางมวล  

             ของระบบเทียบกับจุด O 

ir′
v  เปนเวกเตอรตําแหนงของมวล im เทียบกับ CM 

  เพราะวา   พลังงานจลนของระบบอนุภาค นิยามดวย 
ผลรวมของพลังงานจลนของสมาชิกในระบบ  ดังนั้น 

       พลังงานจลนของระบบ  kE = 2
i i

1
m v

2∑  = ( )i i i
i

1
m v v

2
⋅∑ v v  (จ2) 

จากรูป จ2         ir
v    =   CMrv +  ir′

v      หาอนุพันธเทียบกับเวลา  จะได 

      ir
v&    =  CMrv&  +  ir′

r&  

หรือ     ivv    =   CMvv  +  iv′v              (จ3) 
เมื่อ CMvv  คือความเร็วของจุดศูนยกลางมวลเทียบกับจุด O 

iv′v  คือความเร็วของมวล im เทียบกับจุดศูนยกลางมวล 
หาผลคูณเชิงสเกลารของสมการ (จ3)  จะไดวา 
  i iv v⋅v v  =   CM i CM i( v v ) ( v v )′ ′+ ⋅ +v v v v  
   =      CM CMv v⋅v v +  i CMv v′⋅v v +  CM iv v′⋅v v + i iv v′ ′⋅v v  
แต                i CMv v′⋅v v  =     CM iv v′⋅v v  
ดังนั้น  i iv v⋅v v  =    CM CMv v⋅v v +  2 CM iv v′⋅v v  +  i iv v′ ′⋅v v  
       2

iv  =    2
CMv  +  2 CM iv v′⋅v v  + 2

iv′    (จ4) 
แทนสมการ (จ4) ลงใน (จ2) จะได 

 Ek =   2
i CM

i

1
m v

2∑ + i CM i
i

m v v′⋅∑ v v   +  2
i i

i

1
m v

2
′∑  

  =  2
i CM

i

1
( m ) v

2 ∑ + i CM i
i

m v v′⋅∑ v v   +  2
i i

i

1
m v

2
′∑  

  =  2
CM

1
Mv

2
+ CM i i

i

v ( m v )′⋅ ∑v v   +  2
i i

i

1
m v

2
′∑   (จ5) 

 แต i i
i

m v′∑ v  คือ โมเมนตัมของระบบเทียบกับจุดศูนยกลางมวล  ซ่ึงมีคาเปนศูนย ดังนั้น 

 Ek =  2
CM

1
Mv

2
+  2

i i
i

1
m v

2
′∑     (จ6)* 

พิจารณาสมการ (จ6) จะเหน็วา พลังงานจลนของระบบประกอบดวย 2 สวน   

CMrv

CM ir
v ir ′

v
• im  

O 
รูป จ2 
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       สวนแรก เปนพลังงานจลนของการเลื่อนที่    โดยคิดคลายกับวามวลทัง้หมดของระบบไปอัด
อยูท่ีศูนยกลางมวล  
  สวนที่สอง เปนพลังงานจลนของสมาชิกเทียบกับจดุศูนยกลางมวล 
 อนึ่ง  สมการ (จ6) เปนจริงเสมอ ไมวาสมาชิกแตละตวัจะเคลื่อนที่อยางไร คือ อาจเคลื่อนที่
เปนแนวตรง   แนวโคง   หมนุ  หรือส่ัน  กไ็ด 
 ในกรณีวัตถุแข็งเกร็ง  เนื่องจากระยะหางระหวางสมาชกิคงที่  การเคลื่อนที่ของสมาชิกเทียบ
กับจุดศูนยกลางมวลจึงเปนการหมุนรอบจุดศูนยกลางมวล  จากสมการ (จ1)  จะไดวาพลังงานจลนของ

การหมุนรอบแกนหมุนที่ผานศูนยกลางมวลเทากับ 2
CM CM

1
I

2
ω   ดังนัน้  สมการ (จ6) จะเปน 

 Ek =   2
CM

1
Mv

2
  +  2

CM CM

1
I

2
ω     (จ7)* 

 นั่นคือ  เมื่อวัตถุแข็งเกร็งหมนุรอบแกนไมตรึง พลังงานจลนหาไดจากผลรวมของพลังงาน
จลนเนื่องจากการเลื่อนที่โดยคิดวามวลทั้งหมดไปรวมอยูท่ีจุดศนูยกลางมวล  กับพลังงานจลน
เนื่องจากการหมุนรอบแกนหมุนที่ผานจดุศูนยกลางมวล 
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แบบฝกหัด 
   
1)  มวล 2 กิโลกรัม ผูกดวยเชือกเบาซึ่งพันรอบรอกมวล 1 กิโลกรัม รัศมี 0.1  เมตร  โดยรอกยึดติดกบั
เพดานลิฟทดวยกานรอก  ดงัรูป 29  ถาลิฟทเคล่ือนที่ข้ึนดวยความเรง  1  เมตร/วินาที2  จงหา 
ก) แรงตึงเชือก        ข) ความเรงเทียบกับลิฟทของมวล 2 กิโลกรัม   ค) แรงที่กานรอกดึงเพดานลิฟท 
      

 
 
2) จงทําโจทยขอ 1 ถาลิฟทเคล่ือนที่ลงดวยความเรง 1 เมตร/วินาที2   
3)  กลอง A  และกลอง B มวล  5 และ 10 กโิลกรัม ตามลําดับ  ผูกดวยเชือกเบาคลองผานรอกหมุนได
คลองซ่ึงมีรัศมี 0.1 เมตร มวล 2 กิโลกรัม  รอกยึดตดิกับเพดานลิฟทดวยกานรอก  ดังรูป  30    โดย
เชือกไมมีการไถลไปบนผิวรอก  ถาลิฟทเคล่ือนที่ข้ึนดวยความเรง 2 เมตร/วินาที2  จงหา   
ก) แรงตึงเชือกที่ดึงกลอง A         ข) แรงตึงเชือกที่ดึงกลอง B 
ค) ความเรงของมวลทั้งสองเทียบกับลิฟท    ง) แรงที่กานรอกดึงเพดานลิฟท 
 
 

 
4) จงทําโจทยขอ 3 ถาลิฟทเคล่ือนที่ลงดวยความเรง 2 เมตร/วินาที2   

 

2kg 

รูป 29 

  

 B A 
รูป 30 
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5) กลอง A ,  B และ C มวล  6 , 4  และ 2  กิโลกรัม ตามลําดับ  ผูกดวยเชือกเบาคลองผานรอก D และ 
E ซ่ึงหมุนไดคลอง  รอก D ยึดติดกับเพดานลิฟทดวยกานรอก  ดังรูป  31    โดยเชือกทุกเสนไมมีการ
ไถลไปบนผิวรอก  รอก D  มีมวล 2 กิโลกรัม รัศมี 0.1 เมตร รอก E มีมวล 1 กิโลกรัม รัศมี 0.05 เมตร  
ถาลิฟทเคล่ือนที่ข้ึนดวยความเร็วคงตัว  จงหา 
ก) แรงตึงเชือกที่ดึงกลอง A        ข) แรงตงึเชือกที่ดึงรอก E     ค) แรงตึงเชือกที่ดึงกลอง B 
ง) แรงตึงเชือกที่ดึงกลอง C        จ) ความเรงของมวล A ,B,C และรอก E  เทียบกับลิฟท 
ฉ) แรงที่กานรอก D ดึงเพดานลิฟท 

 
6) จงทําโจทยขอ 5 ถาลิฟทเคล่ือนที่ข้ึนดวยความเรง 2 เมตร/วินาที2   
7) จงทําโจทยขอ 5 ถาลิฟทเคล่ือนที่ลงดวยความเรง 2 เมตร/วินาที2   
8) แทงไมสม่ําเสมอยาว 2 เมตร มีมวล 4 กโิลกรัม  ปลาย A ติดบานพับไวกับพื้นทําใหแทงไมเคล่ือนที่
ในระนาบของกระดาษ  ดังรูป 32  เมื่อเร่ิมตนไมอยูนิ่งโดยทํามุม 60o  กับพื้น  จากนัน้ปลอยใหไม
เคล่ือนที่  จงหาความเรงของปลาย B  เมื่อ 
ก)  เร่ิมตน            ข) o45=θ     ค)  ใกลจะฟาดพื้น 
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9) ในขอ 8 จงหาแรงที่บานพับกระทําตอปลาย A  เมื่อ 
ก)  เร่ิมตน           ข) o45=θ     ค)  ใกลจะฟาดพื้น 
10) แทงไมสม่าํเสมอยาว L มีมวล m ปลายหนึ่งวางอยูท่ีขอบโตะซ่ึงมีผิวหยาบ(ปลายไมไมไถล)  แทง
ไมถูกปลอยจากการอยูนิ่งในลักษณะเกือบจะอยูในแนวดิง่   
ก) ในขณะที่แทงไมทํามุม θ  กบัแนวดิ่ง  ดังรูป 33 จงหาความเรงของจุดศนูยกลางมวล  ในแนวเขาหา
ขอบโตะ  และจงหาความเรงของจุดศูนยกลางมวลในแนวตั้งฉากกับแทงไม 
ข) ในขณะที่แทงไมทํามุม θ  กบัแนวดิ่ง  จงหาแรงที่ขอบโตะกระทําตอแทงไม 
ค) จงหามุม θ  เมื่อแทงไมเร่ิมหลุดจากโตะ 
11) ทอนไมสม่ําเสมอยาว 1 เมตร มวล 5 กโิลกรัม หมุนไดคลองรอบจุด A  ขวางดินน้ํามันมวล 0.5  
กิโลกรัม  ดวยความเร็ว 4 เมตร/วินาที  ดังรูป 34 ทําใหดนิน้ํามันติดกับปลายบนของทอนไม  จงหา 
ก) ความเร็วเชงิมุมของทอนไม  ทันทีหลังดินน้ํามันชนตดิ 
ข) มุม θ  ซ่ึงทอนไมทํากับแนวดิ่ง   มากที่สุดที่ทอนไมกวาดไปได 
ค) พลังงานกลของระบบที่ประกอบดวยทอนไมและดินน้ํามัน  กอนชนและหลังชน  เปล่ียนแปลงไปกี่
จูล 
ง) โมเมนตัมเชิงเสนของระบบ  กอนชนและหลังชน  เทาเดิมหรือไม  เพราะเหตใุด  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
12) จานกลมสม่ําเสมอมวล 1 กิโลกรัม รัศมี 0.1 เมตร หมนุไดคลองรอบแกนซึ่งตั้งฉากกับจานและ
ผานจุดศูนยกลางมวล O  ของจาน  หนตูัวหนึ่งมวล 0.05 กิโลกรัม เกาะอยูท่ีขอบจาน ดังรูป 35  เดิมทั้ง
หนูและจานอยูนิ่ง  จากนั้นหนูวิ่งไปตามขอบจานดวยอัตราเร็ว 1.1 เมตร/วินาที สัมพัทธกับจาน   
ก) จงวิเคราะหแรงตางๆที่เกี่ยวของ และจงใหเหตุผลวา แรงเหลานี้มีผลตอองคประกอบในแนวแกน
หมุนของโมเมนตัมเชิงมุมรอบจุด O หรือไม  เพราะเหตุใด  
ข) จงหาความเร็วเชิงมุมของจาน 
ค) พลังงานกลของระบบ (หนู+จาน) กอนหนูวิ่งและหลังหนูวิ่ง  เทากนัหรือไม  เพราะเหตใุด 

 รูป 34 

 •  

  •   A 

 4 m/s 

 0.2 m 

  0.8 m 

  รูป 35 

• O
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13)  แทงโลหะทรงกระบอกมวล 1 กิโลกรัม รัศมี 0.1 เมตร มีเชือกพันรอบผิวนอก เมื่อเร่ิมตน
ทรงกระบอกอยูนิ่ง สูงจากพืน้ 5 เมตร ใชมอืจับปลายเชือกหยอนลงดวยความเรง 2 เมตร/วินาที 2  ดัง
รูป 36 ทําใหระนาบของการหมุนคงตัวตลอดการเคลื่อนที่   เมื่อเวลาผานไป 1 วินาท ี  
ก)  ความเรว็ของจุดศูนยกลางมวลของทรงกระบอกเปนกีเ่มตร/วินาท ี
ข) ทรงกระบอกอยูสูงจากพืน้กี่เมตร 
ค)  พลังงานกลของทรงกระบอกเปลี่ยนไปจากเดิมกี่จูล     ง) มือออกแรงดึงเชือกกี่นวิตัน 
 
 
 
 
 
 
 
 
14) คานเบายาว 1 เมตร มีกลอง A และ B  มวล  0.9 และ 4  กิโลกรัม  ตามลําดับติดที่ปลาย  และ
กึ่งกลางคานตามลําดับ  อีกปลายหนึ่งของคานติดบานพับซ่ึงหมุนไดคลองทําใหคานแกวงไดคลองใน
ระนาบของกระดาษ  เดิมคานอยูในแนวดิง่  ดินน้ํามัน C  มวล 0.1 กิโลกรัม  มีความเร็ว 2 เมตร/วินาที  
ในแนวระดับวิ่งเขาชนและติดกับกลอง A  ดังรูป 37   
ก)จงหาความเร็วของกลอง  A และ B  ทันทีหลังชน    
ข)โมเมนตัมเชงิเสนของระบบที่ประกอบดวย ดนิน้ํามนั C  กลอง A กลอง B และคาน  กอนชนและ
ทันทีหลังชน คงที่หรือไม  เพราะเหตใุด  
ค) จงหามุม θ  ซ่ึงคานทํากับแนวดิ่ง   มากทีสุ่ดที่คานกวาดไปได   
15) คานสม่ําเสมอยาว 1 เมตร มวล 2  กิโลกรัม  ปลายหนึ่งของคานติดบานพับซ่ึงหมนุไดคลองที่จดุ O   
เดิมคานอยูในแนวดิ่ง  ดินน้าํมัน C  มวล 0.5 กิโลกรัม  มีความเร็ว 2 เมตร/วินาที  ในแนวระดับวิ่งเขา
ชนและติดกับปลายคาน  ดังรูป 38  ทันทีหลังชน  จงหา  
ก) ความเร็วของปลายคาน   ข) โมเมนตัมเชิงเสนของดินน้ํามัน  
ค) โมเมนตัมเชิงเสนของคาน    ง) โมเมนตัมเชิงเสนของระบบกอนชนกบัหลังชนตางกันเทาใด 
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 B 

 O 
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   0.5 m 
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16) ในขอ 15 หลังจากที่ดนิน้ํามันชนติดกบัคานแลว  คานแกวงทํามุมกับแนวดิ่งมากสุดกี่องศา 
17) กลอง A , B และ C มวล  2 , 3 และ 4 กิโลกรัม  ตามลําดับ  ติดกับคานสม่ําเสมอยาว 4  เมตร มวล 5 
กิโลกรัม รวมกันเปนวัตถุแข็งเกร็งอันหนึง่   ณ เวลาหนึง่พบวาคานอยูในแนวดิ่ง  โดยกลอง A และ
กลอง C มีความเร็ว 2 และ 8 เมตร/วินาที  ตามลําดับ  ทิศไปทางขวามือ  ดังรูป 39  จงหา  
ก) ตําแหนงของ  CM  
ข) ความเร็วเชงิมุมที่วัตถุแขง็เกร็งหมุนรอบแกนที่ตั้งฉากกับกระดาษ  และผาน  CM 
ค) ความเร็วของ CM 
ง) พลังงานจลนของวัตถุแข็งเกร็ง   
18) ทรงกลมตันมวล M  รัศมี R  กล้ิงลงมาตรงๆตามพื้นเอียงโดยไมมกีารลื่นไถล พบวาที่ความสูง 70 
เซนติเมตรจากพื้นอัตราเร็วของจุดศูนยกลางมวลตามแนวพื้นเอียงเปน  1  เมตร/วินาท ี ดังรูป 40  ณ จุด
ฐานของพื้นเอยีงอัตราเร็วของจุดศูนยกลางมวลเปนกี่เมตร/วินาที  
 

 
   
19) ในขอ 18 ถาเปลี่ยนจากทรงกลมเปนทรงกระบอกตัน   ณ จดุฐานของพื้นเอียงอัตราเร็วของจดุ
ศูนยกลางมวลเปนกี่เมตร/วินาที  
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