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เร่ืองเล่าจากครูฟิสิกส์แก่ๆ  ตอนที ่9 กฎการเคลือ่นทีข่องนิวตัน   

ผศ.ดร.ธีระพนัธ์ุ  สันติเทวกุล 

2 มกราคม 2565 

 ขอขอบคุณ ดร.สุภคัชยั พงศเ์ลิศสกุล ท่ีช่วยตรวจทานและใหข้อ้เสนอแนะในเร่ืองเล่าจากครูฟิสิกส์

แก่ๆตอนท่ี 9 และ 10 

 หลงัจากท่ีผมเขียนเร่ืองเล่าจากครูฟิสิกส์แก่ๆตอนท่ี 8 ในปี 2556  ก็ไม่ไดคิ้ดวา่จะเขียนตอนอ่ืนอีก 

แต่หลงัจากเกษียณแลว้ภาควิชาฟิสิกส์ มหาวทิยาลยัศิลปากรมีหลกัสูตรใหม่ซ่ึงร่วมกบัคณะศึกษาศาสตร์คือ

หลกัสูตรครูฟิสิกส์  ผมจึงเขียนเร่ืองกฎการเคล่ือนท่ีขอ้ท่ีสองน้ีโดยเช่ือวา่ 

1) ปัจจุบนัแมใ้นการสอนครูจะสอนเน้ือหาท่ีพอเหมาะกบันกัเรียน แต่ครูตอ้งรู้มากกวา่ท่ีสอนนกัเรียน  ไม่ใช่

รู้เท่ากบัท่ีสอนนกัเรียน  

2) อีกสามสิบหรือส่ีสิบปีขา้งหนา้  การเรียนการสอนอาจเปล่ียนแนว  คนท่ีเรียนฟิสิกส์อาจเป็นคนท่ีตอ้งใช้

ฟิสิกส์จริงๆ  คนท่ีไม่ตอ้งใชก้็ไม่ตอ้งเรียน  คนท่ีเรียนฟิสิกส์อาจจะตอ้งการเรียนฟิสิกส์เพื่อไปเป็นพื้นฐาน

ของวชิาในสาขาอ่ืน  เพราะโดยธรรมชาติของฟิสิกส์มนัมกัจะเป็นพื้นฐานของสาขาอ่ืน 

 การเขียนจะมี 2 ตอน คือตอนท่ี 9 จะเป็นตอนท่ีกล่าวถึงกฎการเคล่ือนท่ีขอ้ท่ีสองกรณีท่ีผูส้ังเกตอยู่

ในกรอบอา้งอิงเฉ่ือย  อีกตอนคือตอนท่ี 10 การดดัแปลงกฎการเคล่ือนท่ีขอ้ท่ีสองเพื่อใชก้บักรอบอา้งอิงท่ีมี

ความเร่ง   

 ตอนท่ี 9 ประกอบดว้ย  

ตอนท่ี 9.1 เวกเตอร์ต าแหน่ง  การกระจดั  ความเร็ว  ความเร่ง  พิกดัฉาก  และบางมุมมองของอนุพนัธ์เทียบ

กบัเวลาของสเกลาร์และเวกเตอร์ 

ตอนท่ี 9.2 กรอบอา้งอิงเฉ่ือย  กฎการเคล่ือนท่ีขอ้ท่ีหน่ึง  แรงจริงและกฎการเคล่ือนท่ีขอ้ท่ีสาม 

ตอนท่ี 9.3 กฎการเคล่ือนท่ีขอ้ท่ีสองกรณีอนุภาค  

ตอนท่ี 9.4 กฎการเคล่ือนท่ีขอ้ท่ีสองกรณีระบบอนุภาคและวตัถุแขง็เกร็ง 
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ระดบัของเน้ือหาจะอยูใ่นระดบัมธัยม คือแรงและความเร่งของวตัถุคงท่ีไม่ข้ึนกบัเวลา  ถา้มีการใช้

แคลคูลสัจะเนน้ท่ีความหมาย  ไม่เนน้เทคนิคทางคณิตศาสตร์ 

ตอนที ่9.1 เวกเตอร์ต าแหน่ง การกระจัด ความเร็ว ความเร่ง  พกิดัฉาก  และบางมุมมองของอนุพนัธ์เทยีบ

กบัเวลาของสเกลาร์และเวกเตอร์ 

 เราจะเร่ิมดว้ยเวกเตอร์พื้นฐานท่ีใชบ้รรยายการเคล่ือนท่ี 4 เวกเตอร์ คือเวกเตอร์ต าแหน่ง การกระจดั  

ความเร็ว และความเร่ง  จากนั้นจะพดูถึงพิกดัท่ีเราใชบ้่อยๆคือพิกดัฉาก  ตามดว้ยอนุพนัธ์เทียบกบัเวลาใน

มุมมองท่ีเราตอ้งการเนน้ 

9.1.1. เวกเตอร์ต าแหน่ง  (position vector) 

เวกเตอร์ต าแหน่งของจุดๆหน่ึง(หรืออนุภาคตวัหน่ึง)  คือเวกเตอร์ท่ีลากจากจุดก าเนิดไปยงัจุดๆนั้น  

รูป 9.1.1.1  แสดงเวกเตอร์ต าแหน่ง r  และ r  ของจุด P  เม่ืออา้งอิงกบัจุด O และ O    

 

   

 จะเห็นวา่ถา้จุดอา้งอิงเป็นคนละจุด  เวกเตอร์ต าแหน่งก็เป็นคนละเวกเตอร์   

 ต่อไปเราจะมาดูสถานการณ์ท่ีอาจมีนกัศึกษาบางคนรู้สึกสับสน 

สมมติมีรถยนตค์นัหน่ึง  รถยนตค์นัน้ีถือไดว้า่เป็นกรอบอา้งอิงอนัหน่ึง  เม่ือเร่ิมตน้รถอยูน่ิ่ง  นาย

แดงนัง่น่ิงท่ีเกา้อ้ีในรถ  มีแมลงวนัเกาะน่ิงบนเพดานรถ  ให ้ r   เป็นเวกเตอร์ต าแหน่งของแมลงวนั  จุด

ก าเนิดของเวกเตอร์ต าแหน่งอยูท่ี่นายแดง 

P  
r 


 

r


 

O  

O  รูป 9.1.1.1 
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ต่อมาให้รถเคล่ือนท่ี  จะเคล่ือนท่ีอยา่งไรก็ได ้ จะเคล่ือนท่ีไปตรงๆ หรือโคง้ หรือหกคะเมนตีลงักา 

มีความเร่งหรือไม่มี  ไดท้ั้งนั้น  โดยทั้งนายแดงและแมลงวนัอยูท่ี่ต  าแหน่งเดิมในรถ 

ค าถามคือนายแดงจะเห็นเวกเตอร์ต าแหน่งของแมลงวนัเปล่ียนไปหรือไม่ ? 

ถา้จะถามใหช้ดักวา่น้ี  คือนายแดงจะเห็นเวกเตอร์ต าแหน่งของแมลงวนัมีขนาดเท่าเดิมหรือไม่ ? ทิศ

ช้ีทิศเดิมหรือไม่ ? 

ขนาดคงตอบไดไ้ม่ยากวา่คงเดิม  แต่ทิศอาจมีคนสับสน  เพื่อความเขา้ใจลองดูตวัอยา่งใน

ชีวติประจ าวนั  สมมติมีตน้มะม่วงอยูท่างทิศเหนือของบา้น  เรารู้วา่โลกหมุน  แต่ไม่วา่จะเป็นเวลาเชา้สาย

บ่ายเยน็เราก็ยงัคงเห็นตน้มะม่วงอยูท่างทิศเหนือของบา้น  การหมุนของโลกไม่ไดท้  าใหเ้รารู้สึกวา่ทิศของ

ตน้มะม่วงเปล่ียนไป 

มนัจะเขา้ใจไดง่้ายถา้เราใชก้ารบอกทิศในทางคณิตศาสตร์มาเทียบเคียง  ในทางคณิตศาสตร์เขาบอก

ทิศของเวกเตอร์โดยอา้งอิงกบัพิกดัฉากชุดหน่ึง  ทิศของเวกเตอร์บอกดว้ยมุม 3 มุมท่ีเวกเตอร์นั้นท ากบัแกน  

yx,  และ z  (จริงๆแลว้เขาบอกเป็นโคไซน์ของมุมทั้งสามเพราะมนัสะดวกในการน าไปใช)้   

รูปท่ี 9.1.1.2 แสดงการบอกทิศของเวกเตอร์ A

 อนัหน่ึงซ่ึงถา้เราเขียนในพิกดัฉากจะเขียนไดเ้ป็น  

kAjAiAA zyx
ˆˆˆ 


     ทิศของเวกเตอร์ A


บอกดว้ยมุม  ,  และ ท่ีเวกเตอร์น้ีท ากบัแกน yx,  และ z    

 

 

 

โดย 
A

Axcos    , 
A

Ay
cos     , 

A

Azcos  

 

  

  

A


 

x  

z  

y  

รูป 9.1.1.2 
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ยอ้นกลบัไปดูรถยนต ์ ถา้เราสร้างพิกดัฉากติดไปกบัรถโดยใหจุ้ดก าเนิด O ติดไปกบันายแดง  ถา้

แมลงวนัเกาะน่ิงติดกบัเพดานรถ  ไม่วา่รถยนตจ์ะเคล่ือนท่ีอยา่งไรก็ตามนายแดงจะเห็นพิกดัของแมลงวนัคง

เดิม  ตวัอยา่งเช่นถา้เม่ือเร่ิมตน้  3x    เมตร  1y    เมตร  2z    เมตร  หลงัจากนั้นไม่วา่รถยนตจ์ะหก

คะเมนตีลงักาอยา่งไรก็ตาม x  ก็จะยงัคงเป็น 3  เมตร  y ยงัคงเป็น 1   เมตร  ส่วน z   ยงัคงเป็น 2 เมตร  

เหมือนเดิม  ซ่ึงจะไดว้า่ตลอดเวลา 
14

3
cos     , 

14

1
cos      , 

14

2
cos       คือนายแดงเห็น

ทิศของเวกเตอร์ต าแหน่งของแมลงวนัไม่เปล่ียน  ขนาดก็ไม่เปล่ียนเพราะเท่ากบั 14    เมตร ตลอดเวลา   ก็

คือนายแดงจะสังเกตเห็นเวกเตอร์ต าแหน่งของแมลงวนัไม่เปล่ียน 

การท่ีนายแดงเห็นเวกเตอร์ต าแหน่งของแมลงวนัไม่เปล่ียน  คือนายแดงเห็นอตัราการเปล่ียนแปลง

ของเวกเตอร์ต าแหน่งของแมลงวนัเป็นศูนย ์ เราบรรยายดว้ยคณิตศาสตร์วา่ 

 0








แดง
td

rd


          

9.1.2  การกระจัด   

 นิยามของการกระจดัคือเวกเตอร์ต าแหน่งท่ีเปล่ียนไป  ซ่ึงก็คือเวกเตอร์ต าแหน่งสุดทา้ย ลบดว้ย

เวกเตอร์ต าแหน่งเร่ิมตน้  สัญลกัษณ์ของการกระจดัคือ r


    สมมติอนุภาคตวัหน่ึงเดิมอยูท่ี่ต  าแหน่ง i  (ยอ่

จาก initial) จากนั้นเคล่ือนท่ีไปอยูท่ี่ต  าแหน่ง f  (ยอ่จาก final)  จะไดก้ารกระจดั if rrr


   ดงัในรูป 

9.1.2.1    

 

  

ต่อไปจะยกตวัอยา่งเพื่อให้เห็นวา่ต าแหน่งของผูส้ังเกตไม่ส าคญัในการสังเกตการกระจดั  ขอแต่

เพียงใหอ้ยูใ่นกรอบอา้งอิงเดียวกนั   

f  

i  

r


  

fr


 

ir


 

O  รูป 9.1.2.1 
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ยอ้นไปพิจารณารถยนตใ์นหวัขอ้ 9.1.1  แต่คราวน้ีสมมติมีนายแดงและนายด านัง่อยูบ่นรถยนต ์ 

เวกเตอร์ต าแหน่งของแมลงวนั  1r
  และ 2r

  มีจุดก าเนิด 1O   และ 2O  อยูท่ี่นายแดงและนายด าตามล าดบั  

จากนั้นใหแ้มลงวนับิน  ในช่วงเวลาหน่ึงนายแดงเห็นการกระจดัของแมลงวนัเป็น if rrr 111


    ส่วนนาย

ด าเห็นการกระจดัของแมลงวนัเป็น  if rrr 222


   แต่จากรูปท่ี 9.1.2.2 จะเห็นวา่ 1r


   กบั 2r


     คือ

เวกเตอร์เดียวกนั 

 

 ทั้งนายแดงและนายด าอยูใ่นกรอบอา้งอิงเดียวกนัเพราะอยูใ่นรถยนตค์นัเดียวกนั  ดงันั้นผูส้ังเกต

สองคนไม่วา่จะอยูท่ี่ใดในกรอบอา้งอิงเดียวกนัจะเห็นการกระจดัเดียวกนั   

คราวน้ีมาดูผูส้ังเกตท่ีอยูค่นละกรอบอา้งอิงกนับา้ง   ในหวัขอ้ 9.1.1 นั้นสมมติมีนางสาวปูยนือยูบ่น

ถนน  ถนนเป็นคนละกรอบอา้งอิงกบักรอบอา้งอิงรถยนตเ์พราะถนนไม่ไดเ้คล่ือนท่ี   แมลงวนัท่ีเกาะน่ิงติด

กบัเพดานรถนั้นนายแดงซ่ึงอยูใ่นกรอบอา้งอิงรถยนตบ์อกวา่การกระจดัของแมลงวนัเป็นศูนย ์ แต่นางสาวปู

บอกวา่แมลงวนัมีการกระจดัเพราะรถยนตเ์คล่ือนท่ีท าใหเ้วกเตอร์ต าแหน่งของแมลงวนั(อา้งอิงกบันางสาว

ปู)เปล่ียนไป   

การท่ีนางสาวปูและนายแดงเห็นการกระจดัของแมลงวนัต่างกนั  ท าใหท้ั้งสองคนเห็นความเร็วและ

ความเร่งของแมลงวนัต่างกนั  ดงัจะกล่าวต่อไปในหวัขอ้ 9.1.3 และ 9.1.4 

9.1.3 ความเร็ว    

  ถา้ในช่วงเวลาสั้นๆ t  อนุภาคตวัหน่ึงมีการกระจดั r


  นิยามของความเร็ว v  คือการกระจดัหาร

ดว้ยเวลา  โดยให้เวลายา่งเขา้สู่ศูนย ์ คือ  

    v


=   
t

r

t 







0
lim        (9.1.3.1) 

f  

i  

21 rr


  

fr2


 

fr1


 

ir2


 

ir1


 

O2 

1O  รูป 9.1.2.2 
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 แต่ 
t

r

t 







0
lim    เราเขียนเป็นสัญลกัษณ์วา่ 

td

rd

  หรืออาจเขียนสั้นๆเป็น r  

 ดงันั้น v  =  
td

rd

  r


      (9.1.3.2) 

ในหวัขอ้ 9.1.2 นกัศึกษาไดเ้ห็นแลว้วา่การกระจดัข้ึนกบักรอบอา้งอิง  ดงันั้นความเร็วก็จะข้ึนกบั

กรอบอา้งอิงเช่นกนั 

9.1.4 ความเร่ง 

ถา้ในช่วงเวลาสั้นๆ t  อนุภาคตวัหน่ึงมีความเร็วเปล่ียนไป  v


  นิยามของความเร่ง  a  คือ

ความเร็วท่ีเปล่ียนไปหารดว้ยเวลา  โดยใหเ้วลายา่งเขา้สู่ศูนย ์ คือ  

  a


 =    
t

v

t 







0
lim      (9.1.4.1) 

คือ   a
  = 

2

2

dt

rd

td

vd


  r


    (9.1.4.2)   

จากนิยามจะเห็นวา่ทิศของความเร็วอยูใ่นทิศเดียวกบัทิศของ v


   พึงระลึกวา่ทิศของ v


  อาจเป็น

คนละทิศกบัทิศของ  v    

ในหวัขอ้ 9.1.3 นกัศึกษาไดเ้ห็นแลว้วา่ความเร็วข้ึนกบักรอบอา้งอิง  ดงันั้นความเร่งก็จะข้ึนกบักรอบ

อา้งอิงเช่นกนั 

ขอเนน้อีกคร้ังวา่การกระจดั ความเร็วและความเร่งเป็นปริมาณท่ีข้ึนกบักรอบอา้งอิง  ผูส้ังเกตท่ีอยู่

คนละกรอบอา้งอิงจะเห็นการกระจดั ความเร็วและความเร่ง แตกต่างกนั  ผูส้ังเกตสองคนท่ีอยูใ่นกรอบ

อา้งอิงเดียวกนัจะเห็นการกระจดั ความเร็วและความเร่ง เหมือนกนั ดงันั้นส าหรับการกระจดั ความเร็วและ

ความเร่ง  ต าแหน่งของผูส้ังเกตในกรอบอา้งอิงไม่ส าคญั  ส าคญัท่ีตวักรอบอา้งอิง 

ในทางกลบักนัเวกเตอร์ต าแหน่งเป็นปริมาณท่ีข้ึนต าแหน่งของผูส้ังเกต(ข้ึนกบัจุดก าเนิดหรือ

จุดอา้งอิง)  ดงันั้นส าหรับปริมาณท่ีนิยามโดยใชเ้วกเตอร์ต าแหน่ง  นกัศึกษาพึงระวงัวา่ปริมาณเหล่าน้ีจะ

เปล่ียนถา้เปล่ียนจุดอา้งอิง    ตวัอยา่งเช่นทอร์ก(โมเมนตข์องแรง)    ท่ีกระท าต่อวตัถุ  นิยามดว้ย 

Fr


  เม่ือ r  คือเวกเตอร์ต าแหน่งของวตัถุ  และ F


  คือแรงท่ีกระท าต่อวตัถุ  ถา้เปล่ียนจุดอา้งอิง
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ทอร์กก็จะเปล่ียน   หรืออีกตวัอยา่งเช่นโมเมนตมัเชิงมุม L

 ของวตัถุ  นิยามดว้ย PrL


  เม่ือ P


 คือ

โมเมนตมัเชิงเส้นของวตัถุ ถา้เปล่ียนจุดอา้งอิงโมเมนตมัเชิงมุมก็จะเปล่ียน     

9.1.5 พกิดัฉาก 

บ่อยคร้ังท่ีเราบรรยายปรากฎการณ์ทางฟิสิกส์ดว้ยเวกเตอร์หรือการกระท าท่ีเก่ียวกบัเวกเตอร์(เช่น

บวก ลบ ดอท ครอส เกรเดียนท ์...) แต่เม่ือลงมือค านวณเราจะใชพ้ิกดัช่วยในการค านวณ  พิกดัท่ีเราน ามาใช้

มีหลายพิกดั  เช่นพิกดัฉาก พิกดัทรงกระบอก พิกดัทรงกลม และพิกดัเชิงขั้วในระนาบ(ซ่ึงเป็นกรณี 2 มิติ

ของพิกดัทรงกระบอกและพิกดัทรงกลม)  เราจะเลือกใชพ้ิกดัใดก็สุดแลว้แต่วา่ปัญหานั้นควรเลือกใชพ้ิกดัใด  

การเลือกใชพ้ิกดัท่ีเหมาะสมจะท าใหก้ารค านวณไม่ยุง่ยาก   ในจ านวนพิกดัเหล่าน้ีพิกดัฉากเป็นพิกดัท่ีเรา

น ามาใชอ้ยา่งกวา้งขวางดว้ยสมบติัเฉพาะตวับางอยา่งของมนั  

  9.1.5.1 เวกเตอร์หน่วยของพกิดัฉาก 

 เวกเตอร์หน่วยของพิกดัฉากเรานิยมใชส้ัญลกัษณ์ kji ˆ,ˆ,ˆ   ซ่ึงมีขนาดหน่ึงหน่วยโดยท่ีต าแหน่งใดๆ

ก็ตาม 

 î   ช้ีไปในทิศท่ี  x   เพิ่ม      โดย y  และ  z   คงท่ี 

 ĵ  ช้ีไปในทิศท่ี  y   เพิ่ม       โดย x  และ z   คงท่ี     

  k̂  ช้ีไปในทิศท่ี  z   เพิ่ม       โดย x  และ y   คงท่ี      

(ในช่วงท่ี x   หรือ y  หรือ z  เป็นลบนั้น  ระลึกวา่ ติดลบมาก< ติดลบนอ้ย ท าให้เวกเตอร์หน่วยช้ี

ไปทางเดิมเหมือนช่วงท่ี x   หรือ y  หรือ z  เป็นบวก ) 
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พิกดัฉากท่ีนิยมใชก้นัเรียกวา่พิกดัมือขวา  ดงัแสดงในรูป 9.1.5.1 (พิกดัมือซา้ย + z  จะช้ีลง) 

 พึงสังเกตวา่เวกเตอร์หน่วยของพิกดัฉากไม่ข้ึนกบัต าแหน่ง  คือในรูป 9.1.5.1 นั้น ไม่วา่ท่ีต าแหน่ง

ใด î , ĵ และ k̂  มีขนาดหน่ึงหน่วยและช้ีทิศเดิมตลอด 

     สมมตินายแดงติดไปกบัพิกดัฉากในรูป 9.1.5.1 และสมมติใหแ้มลงวนับิน  เม่ือแมลงวนับิน  

ต าแหน่งของแมลงวนัเปล่ียนไปเม่ือเวลาเปล่ียนไป  แต่นายแดงเห็น ji ˆ,ˆ และ k̂ ไม่ข้ึนกบัต าแหน่ง  เพราะ

ขนาดหน่ึงหน่วยเหมือนเดิม ทิศช้ีทิศเดิม ซ่ึงก็คือนายแดงเห็น  ji ˆ,ˆ และ k̂  ไม่ข้ึนกบัเวลา  ซ่ึงถา้เขียน

บรรยายดว้ยคณิตศาสตร์จะไดว้า่ 

 ;0
ˆ












แดง
dt

id   ;0
ˆ












แดง
dt

jd    ;0
ˆ
















แดง
dt

kd   (9.1.5.1) 

ขอเนน้วา่สมการ (9.1.5.1) เป็นจริงทั้งนั้น  ไม่วา่แกน xyz    จะอยูน่ิ่งหรือหกคะเมนตีลงักาอยา่งไรก็

ตาม  อยา่งไรก็ตามนกัศึกษาพึงระลึกวา่ท่ีเป็นเช่นน้ีเพราะนายแดงตรึงติดกบัแกน xyz   ชุดน้ี    ส าหรับผู ้

สังเกตอ่ืนท่ีไม่ไดติ้ดไปกบัพิกดัฉากชุดน้ีอาจเห็นทิศของเวกเตอร์หน่วยของพิกดัชุดน้ีไม่ช้ีทิศเดิม 

การท่ีเวกเตอร์หน่วยไม่ข้ึนกบัต าแหน่งน้ีเป็นสมบติัเฉพาะของพิกดัฉากเท่านั้น  ส าหรับพิกดัอ่ืน ท่ี

ต าแหน่งต่างกนัแมข้นาดของเวกเตอร์หน่วยจะเท่ากนัคือหน่ึงหน่วย  แต่ทิศอาจช้ีต่างกนั 

  

 

ĵ  
k̂  

k̂  

ĵ  

î  

k̂  

ĵ  î  
y  

x  

z  

รูป 9.1.5.1  เวกเตอร์หน่วยของพิกดัฉาก 
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 9.1.5.2 องค์ประกอบของเวกเตอร์ในพกิดัฉาก 

เวกเตอร์ A

  ใดๆ เม่ือเขียนใหอ้ยูใ่นองคป์ระกอบของพิกดัฉาก xyz   จะเขียนไดว้า่ 

  kAjAiAA zyx
ˆˆˆ 


  

หรือถา้เขียนในพิกดัฉาก zyx    ก็จะเขียนไดว้า่ 

  kAjAiAA zyx
 
ˆˆˆ

''


   

รูป 9.1.5.2  เป็นรูปองคป์ระกอบของ A

 เม่ืออา้งอิงกบัพิกดัฉาก xyz  โดยบางทีเราพูดวา่แตกเวกเตอร์ A


 

ใหอ้ยูใ่นแนวแกน yx ,    และ z  ของพิกดัฉาก 

  

 
 เราเรียก  iAx

ˆ   ซ่ึงมนัเป็นเวกเตอร์อนัหน่ึง วา่องคป์ระกอบของ A

ในแนวแกน x  

ส่วน   xA    ซ่ึงเป็นสเกลาร์อนัหน่ึง  เราจะเรียกมนัวา่ขนาดขององคป์ระกอบของ A

ในแนวแกน x  

ในกรณีของ jAy
ˆ   และ kAz

ˆ    เราก็จะเรียกคลา้ยๆกนั 

 

iAx
ˆ  

jAy
ˆ  

A


 

y  

x  

z  

รูป 9.1.5.2 การแตกเวกเตอร์ใหอ้ยูใ่นพิกดัฉาก นกัศึกษาพึงระลึกวา่ 

พิกดัฉากในรูปน้ีจะอยูน่ิ่งหรือก าลงัหกคะเมนตีลงักาไปกบัรถยนตก็์ได ้ 

ณ เวลาหน่ึง xA ,  yA และ zA   เป็นดงัในรูป 

 

kAz
ˆ  

เงาของ A


 บนระนาบ xy 
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9.1.6 บางมุมมองของอนุพันธ์เทยีบกบัเวลาของสเกลาร์และเวกเตอร์ 

ในเร่ืองเล่าจากครูฟิสิกส์แก่ๆตอนต่อไปคือตอนท่ี 10  เก่ียวขอ้งกบักรอบอา้งอิงสองกรอบ  กรอบ

หน่ึงอยูน่ิ่ง  อีกกรอบหน่ึงเคล่ือนท่ี  ในท่ีน้ีเราจึงจะกล่าวถึงอนุพนัธ์เทียบกบัเวลาเม่ืออา้งอิงกบักรอบอา้งอิงท่ี

แตกต่างกนั 

9.1.6.1 บางมุมมองของอนุพันธ์เทียบกบัเวลาของสเกลาร์  

 สมมตินางสาวปูติดกบัจุดก าเนิดO  ของกรอบ xyz ท่ีอยูน่ิ่ง   ส่วนนายแดงติดกบัจุดก าเนิด O  ของ
กรอบ zyx   โดยกรอบ  zyx   เป็นกรอบอา้งอิงท่ีเคล่ือนท่ี จะเคล่ือนท่ีอยา่งไรก็ได ้ หกคะเมนตีลงักา
อยา่งไรไดท้ั้งนั้น  แต่ความเร็วของนายแดงตอ้งไม่มากนกัเม่ือเทียบกบัความเร็วแสงเพราะเราจะไม่สนใจผล

ของสัมพทัธภาพ  ในหวัขอ้อ่ืนๆก็เช่นกนัคือเราจะไม่สนใจผลของสัมพทัธภาพ 

 สมมติมีโอ่งน ้าใบหน่ึงรับน ้าจากก๊อกน ้าประปา  ปริมาตรของน ้าในโอ่งไม่คงท่ีเพราะมีน ้าไหลจาก

ก๊อกมาเพิ่มเร่ือยๆ 

ณ เวลาหน่ึง ถา้นางสาวปูซ่ึงอยูท่ี่แกน xyz  สังเกตเห็นโอ่งมีน ้ า 10 ลิตร  นายแดงซ่ึงอยูท่ี่แกน 
zyx   ก็จะเห็นโอ่งมีน ้า 10  ลิตร  เช่นกนั  จะเห็นเป็นอยา่งอ่ืนเช่น 9.8 ลิตร  หรือ 11 ลิตร  ไม่ได ้

ณ อีกเวลาหน่ึง ถา้นางสาวปูสังเกตเห็นโอ่งมีน ้า 10.002  ลิตร  นายแดงก็ตอ้งเห็นโอ่งมีน ้า 10.002  
ลิตร  เช่นกนั   

 ถา้ให ้ V  คือปริมาตรของน ้าในโอ่ง  ในช่วงเวลา t  ช่วงหน่ึง  ปริมาตรน ้าท่ีเปล่ียนไป  สังเกตโดย

นางสาวปูและนายแดงจะเท่ากนั   คือ 

    ปูV  =  แดงV   (9.1.6.1) 

หารสมการ(9.1.6.1) ดว้ย t  แลว้ใหลิ้มิตของ  t  ยา่งเขา้สู่ศูนย ์ 

 
0

lim
t

  

t

V ปู



    =       
0

lim
t

  
t

V แดง



        (9.1.6.2) 

ซ่ึงเขียนสั้นๆได ้เป็น   
ปูdt

dV







 =  
แดงdt

dV







     (9.1.6.3) 

พดูเป็นค าพดูคือ  นางสาวปูและนายแดงเห็นอตัราการเปล่ียนแปลงของปริมาตรน ้า เท่ากนั 
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ปริมาตรน ้า V  เป็นสเกลาร์อนัหน่ึง  นกัศึกษาลองนึกดูจะเห็นวา่อนุพนัธ์เทียบกบัเวลาของสเกลาร์

ใดๆก็ตาม  ไม่ข้ึนกบักรอบอา้งอิง 

คราวน้ีมาดูเวกเตอร์ต าแหน่ง   r      ความเร็ว  v     ซ่ึงอา้งอิงกบักรอบ xyz   เราเขียนไดว้า่ 

 kzjyixr ˆˆˆ 
  

kzjyixkvjvivv zyx
ˆˆˆˆˆˆ 


  

ทั้ง  yxvvvzyx zyx
,,,,,,,   และ z     ลว้นแลว้แต่เป็นสเกลาร์   ดงันั้นอนุพนัธ์เทียบกบัเวลาของ

ปริมาณเหล่าน้ีจึงไม่ข้ึนกบักรอบอา้งอิง   คือไม่วา่ผูส้ังเกตจะอยูก่รอบอา้งอิงไหนก็จะเห็นอตัราการ

เปล่ียนแปลงของปริมาณเหล่าน้ีเท่ากนั   

ถา้มีกรอบสองกรอบคือ xyz และ zyx    จะไดว้า่    

  








Odt

xd

'Odt

xd







     ;   








Odt

xd 

'Odt

xd







   ; … 

เม่ือ 
Odt

d







    หมายถึงอตัราการเปล่ียนแปลงสังเกตโดยผูส้ังเกตในกรอบ xyz  

 
'Odt

d







    หมายถึงอตัราการเปล่ียนแปลงสังเกตโดยผูส้ังเกตในกรอบ zyx   

ท านองเดียวกนั  ในกรณีเวกเตอร์ต าแหน่งและความเร็วท่ีเขียนในพิกดั zyx    คือ 

kzjyixr  ˆˆˆ  

kzjyixkvjvivv zyx
 ˆˆˆˆˆˆ

'''


  

ก็จะไดว้า่   






 

Odt

xd

'Odt

xd







      ;   






 

Odt

xd 

'Odt

xd







   ; … 

ปกติแลว้อนุพนัธ์เทียบกบัเวลาเราจะใช ้“จุด”  ดงันั้นถา้เห็น “จุด”  อยูบ่นสเกลาร์  นกัศึกษาบอกได้

เลยวา่มนัไม่ข้ึนกบักรอบอา้งอิง  ตวัอยา่งเช่น xvx
    ไม่ข้ึนกบักรอบอา้งอิง 
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9.1.6.2 บางมุมมองของอนุพันธ์เทียบกบัเวลาของเวกเตอร์  

 เวกเตอร์เป็นปริมาณท่ีมีขนาดและทิศ   ผูส้ังเกตในกรอบอา้งอิงหน่ึงอาจเห็นทิศของเวกเตอร์ไม่

เปล่ียน  แต่ผูส้ังเกตในอีกกรอบอา้งอิงหน่ึงอาจเห็นทิศเปล่ียน  ดงันั้นนกัศึกษาพึงระลึกวา่อนุพนัธ์เทียบกบั

เวลาของเวกเตอร์ข้ึนกบักรอบอา้งอิง 

 ตวัอยา่งเช่น  ถา้ A

  เป็นเวกเตอร์ใดๆ เวกเตอร์หน่ึง 

    








O
dt

Ad


'O
dt

Ad










 

อยา่งไรก็ตามเรามกัไม่ระบุกรอบอา้งอิงในการหาอนุพนัธ์เทียบกบัเวลาของเวกเตอร์   โดยถือวา่เป็น

ท่ีเขา้ใจกนัวา่เป็นอนุพนัธ์ท่ีอา้งอิงกบักรอบอา้งอิงท่ีเราใชใ้นขณะนั้นซ่ึงมกัเป็นกรอบอา้งอิงเฉ่ือย  ยกเวน้ใน

กรณีท่ีมีการเปรียบเทียบกนัระหวา่งกรอบอา้งอิงสองกรอบอา้งอิง  เราจึงจะระบุใหแ้น่ชดัวา่เป็นอนุพนัธ์

เทียบกบัเวลาของกรอบอา้งอิงใด  ดงัท่ีนกัศึกษาจะไดเ้ห็นในเร่ืองเล่าจากครูฟิสิกส์แก่ๆ ตอนท่ี10  

 

-------------------------------------- 
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เร่ืองเล่าจากครูฟิสิกส์แก่ๆ  ตอนที ่9.2  กรอบอ้างองิเฉ่ือย  กฎการเคลือ่นทีข้่อที่หน่ึง  แรงจริงและกฎการ

เคลือ่นที่ข้อทีส่าม 

ผศ.ดร.ธีระพนัธ์ุ  สันติเทวกุล 

มกราคม 2565 

 ในตอนท่ี 9.1  เราไดเ้ห็นแลว้วา่การกระจดั ความเร็ว และความเร่ง ข้ึนอยูก่บักรอบอา้งอิงของผู ้

สังเกต  มีกรอบอา้งอิงชนิดหน่ึงท่ีมีความส าคญัมากในเร่ืองกฎการเคล่ือนท่ีของนิวตนั  กรอบอา้งอิงชนิดน้ี

เรียกวา่กรอบอา้งอิงเฉ่ือย  

9.2.1 กรอบอ้างองิเฉ่ือย(inertial frame) 

 กรอบอา้งอิงเฉ่ือยคือ “กรอบอา้งอิงท่ีไม่มีความเร่ง” แต่เรารู้กนัมาแลว้ในหวัขอ้ 9.1.4 วา่ความเร่ง

ข้ึนกบัวา่ผูส้ังเกตอยูใ่นกรอบอา้งอิงใด  ดงันั้นจึงมีค าถามวา่ผูส้ังเกตท่ีสังเกตเห็นกรอบอา้งอิงเฉ่ือยไม่มี

ความเร่งน้ี  เขาอยูท่ี่ใด ? 

   ค  าตอบมนัจะเป็นค าตอบท่ีไม่ชดัเจน  เพื่อท่ีจะขา้มค าถามน้ีนิวตนัจึงบอกวา่ผูส้ังเกตท่ีสังเกตเห็น

กรอบอา้งอิงเฉ่ือยไม่มีความเร่ง  อยูท่ี่ “ดาวคงท่ี” (fixed star)  ดาวน้ีอยูท่ี่ไหนก็ไม่รู้  แต่ท่ีเรารู้ก็คือมนัจะมี

หรือไม่มีก็ไม่ส าคญัเพราะในทางปฏิบติัส าหรับปัญหาโดยทัว่ไปท่ีการหมุนของโลกมีผลนอ้ยมากเช่นการ

ไถลของกล่องบนพื้นเอียง  หรือการเคล่ือนท่ีแบบโปรเจกไทลข์องกอ้นหินเม่ือเราขวา้งกอ้นหินไปในอากาศ  

เราถือไดว้า่ผวิโลกเป็นกรอบอา้งอิงเฉ่ือยแมผ้วิโลกจะมีความเร่งเพราะโลกหมุน ทั้งน้ีเพราะเราไดค้  าตอบท่ีมี

ความผดิพลาดท่ียอมรับได ้ อยา่งไรก็ตามถา้เป็นปัญหาท่ีตอ้งค านึงถึงผลของการหมุนของโลกเช่นการยงิปืน

ใหญ่  ซ่ึงความเร็วของลูกปืนมีค่ามากและเคล่ือนท่ีเป็นระยะทางหลายสิบกิโลเมตร  เราจะไม่ถือวา่ผวิโลก

เป็นกรอบอา้งอิงเฉ่ือย   

9.2.2 กฎการเคลือ่นทีข้่อที่หน่ึง 

กฎการเคล่ือนท่ีขอ้ท่ีหน่ึงกล่าววา่ “วตัถุจะอยูน่ิ่งหรือเคล่ือนท่ีดว้ยความเร็วคงท่ีในแนวตรง     

นอกจากจะมีแรงลพัธ์ซ่ึงมีค่าไม่เป็นศูนยก์ระท าต่อวตัถุนั้น” 

การตีความกฎการเคล่ือนท่ีขอ้ท่ีหน่ึงมี 2 อยา่งคือ 
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 อยา่งแรกในสมยัของนิวตนันั้นมีความเช่ือวา่การท่ีวตัถุเคล่ือนท่ีดว้ยความเร็วคงท่ีไดต้อ้งมีแรง

กระท าซ่ึงเป็นความเขา้ใจท่ีผิด  เพราะถา้เดิมวตัถุเคล่ือนท่ี  แมไ้ม่มีแรงกระท ามนัก็จะเคล่ือนท่ีไปเร่ือยๆเป็น

เส้นตรงดว้ยความเร็วคงท่ี จึงเป็นไปไดว้า่นิวตนัตั้งกฎขอ้น้ีเพื่อเป็นการลม้ลา้งความเช่ืออนัเก่า  (ดว้ยเหตุน้ี

บางทีเรียกกฎการเคล่ือนท่ีขอ้ท่ีหน่ึงวา่กฎของความเฉ่ือย) 

 การตีความอยา่งท่ีสองคือมีกรอบอา้งอิงชนิดหน่ึงท่ีเรียกวา่  “กรอบอา้งอิงเฉ่ือย” ซ่ึงถา้ผูส้ังเกตอยูใ่น

กรอบอา้งอิงชนิดน้ีแลว้ กฎการเคล่ือนท่ีจะเป็นจริง  

 เพื่อใหน้กัศึกษาตระหนกัถึงความส าคญัของกรอบอา้งอิงเฉ่ือย  พิจารณาปากกาหรืออะไรก็ไดท่ี้วาง

น่ิงบนโตะ๊  คือไม่มีแรงท่ีผวิโตะ๊กระท าต่อปากกาในแนวขนานกบัผวิโตะ๊  จากนั้นตวัเราขยบัถอยหลงัสมมติ

วา่ดว้ยความเร่ง 1 เมตร/วนิาที2  เราจะเห็นปากกามีความเร่ง1 เมตร/วนิาที2  ทิศตรงขา้มกบัความเร่งของเรา  

ท าใหเ้ราคิดผดิๆวา่แมไ้ม่มีแรงกระท าต่อวตัถุ  วตัถุก็มีความเร่งได ้ หรืออาจคิดผดิๆวา่มีแรงท่ีผวิโตะ๊กระท า

ต่อปากกาทิศเดียวกบัความเร่งของปากกา  คือในแนวขนานกบัผวิโตะ๊  ทั้งท่ีจริงๆแลว้ไม่มีแรงกระท าต่อ

ปากกาในแนวขนานกบัผวิโตะ๊  ท่ีเราคิดผดิๆเพราะเราไม่ไดอ้ยูใ่นกรอบอา้งอิงเฉ่ือย   

9.2.3 แรงจริงและการวิเคราะห์หาแรงจริงทีก่ระท าต่อวตัถุ 

9.2.3.1 แรงจริง(real force) 

แรงจริงเป็นแรงท่ีสามารถระบุตวัผูอ้อกแรงได ้ ตวัอยา่งเช่นแรงท่ีมือผลกัผนงั มือเป็นผูอ้อกแรง  

แรงท่ีผนงัผลกัมือ ผนงัเป็นผูอ้อกแรง  แรงท่ีเชือกดึงกอ้นหิน เชือกเป็นผูอ้อกแรง  แรงท่ีกอ้นหินดึงเชือก  

กอ้นหินเป็นผูอ้อกแรง  แรงท่ีโลกดึงดูดดวงจนัทร์   โลกเป็นผูอ้อกแรง  แรงท่ีดวงจนัทร์ดึงดูดโลก  ดวง

จนัทร์เป็นผูอ้อกแรง   เป็นตน้ 

มีแรงอีกชนิดหน่ึงซ่ึงเกิดจากความรู้สึกของผูส้ังเกตท่ีอยูใ่นกรอบอา้งอิงท่ีมีความเร่ง  เราเรียกวา่ 

“แรงเทียม” (fictitious force) แรงเทียมท่ีท าใหน้กัเรียนนกัศึกษาเขา้ใจผดิมากท่ีสุดคือ“แรงหนีศูนยก์ลาง”  

ในเร่ืองเล่าจากครูฟิสิกส์แก่ๆตอนท่ี 9 น้ี เราจะเขียนกฎการเคล่ือนท่ีขอ้ท่ีสองโดยใชก้รอบอา้งอิงเฉ่ือยซ่ึงแรง

ท่ีกระท าต่อวตัถุตอ้งเป็นแรงจริงเท่านั้น  ส่วนในตอนท่ี 10  ซ่ึงเป็นตอนท่ีเราดดัแปลงกฎการเคล่ือนท่ีขอ้ท่ี

สองเพื่อใชก้บักรอบอา้งอิงท่ีมีความเร่ง  แรงท่ีท าต่อวตัถุจะมีทั้งแรงจริงและแรงเทียม  

เพื่อประโยชน์ในการวเิคราะห์แรงจริงท่ีกระท าต่อวตัถุ  เราอาจแบ่งแรงจริงออกเป็น 2 ประเภท 
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ประเภทแรกเป็นประเภทท่ีตอ้งสัมผสักบัวตัถุจึงจะออกแรงกระท าต่อวตัถุได ้ ตวัอยา่งเช่นแรงจาก

มือ  ถา้เราจะใชมื้อผลกัผนงัเราตอ้งใหมื้อสัมผสักบัผนงั  ถา้จะใชเ้ชือกดึงกอ้นหินก็ตอ้งใหเ้ชือกสัมผสักบั

กอ้นหิน  เป็นตน้  

ประเภทท่ีสองเป็นประเภทท่ีไม่ตอ้งสัมผสักบัวตัถุก็ออกแรงกระท าต่อวตัถุได ้ ตวัอยา่งเช่นแรงท่ี

โลกดึงดูดดวงจนัทร์  โลกไม่ตอ้งสัมผสักบัดวงจนัทร์ก็ออกแรงกระท าต่อดวงจนัทร์ได ้  แรงระหวา่งประจุ

ไฟฟ้า   ประจุไม่ตอ้งสัมผสักนัก็ออกแรงกระท าต่อกนัได ้ แรงท่ีสนามแม่เหล็กกระท าต่อประจุไฟฟ้าท่ี

เคล่ือนท่ี  แหล่งก าเนิดสนามแม่เหล็กไม่ตอ้งสัมผสักบัประจุไฟฟ้าก็ออกแรงกระท าต่อประจุไฟฟ้าได ้เป็น

ตน้   

ขอ้เสนอแนะ  เม่ือนกัศึกษาครูไปเป็นครู  ควรใหน้กัเรียนเรียนรู้ดว้ยการลองท า  เช่นให้นกัเรียนพยายามผลกั

ผนงัโดยยนืห่างผนงัไมใ่หมื้อสัมผสัผนงัได ้ นกัเรียนจะบอกไดท้นัทีวา่มนัเป็นไปไม่ได ้ หรือลองพยายามใช้

เส้นดา้ยดึงกล่องโดยไม่ใหส้ัมผสักล่อง  นกัเรียนจะบอกไดท้นัทีวา่มนัเป็นไปไม่ได ้  

 ขอ้เสนอแนะน้ีดูเหมือนเป็นเร่ืองตลก  เพราะดูเหมือนใครๆก็น่าจะรู้  แต่จริงๆกลบัไม่ใช่เช่นนั้น  

ผมเคยเล่าไวใ้นเร่ืองเล่าจากครูฟิสิกส์แก่ๆตอนท่ี 1 เขียนในปี พ.ศ. 2555  วา่  มีคนคิดวา่ในการเตะลูก

ฟุตบอล  ขณะท่ีลูกฟุตบอลลอยอยูใ่นอากาศ  ยงัมีแรงจากเทา้กระท าต่อลูกฟุตบอล  ซ่ึงมนัเป็นไปไม่ได้

เพราะเทา้ไม่ไดส้ัมผสักบัลูกฟุตบอลแลว้  ปัจจุบนัก็ยงัมีนกัศึกษาท่ีเขา้ใจผดิ 

9.2.3.2 การวเิคราะห์หาแรงจริงทีก่ระท าต่อวตัถุ 

 การวเิคราะห์หาแรงจริงท่ีกระท าต่อวตัถุก็คือการดูวา่มีแรงจริงอะไรบา้งท่ีกระท าต่อวตัถุ   การ

วเิคราะห์หาแรงจริงท าไดง่้ายมากจากสองขั้นตอนดงัต่อไปน้ี   

 ขั้นตอนแรก  ดูวา่วตัถุสัมผสักบัส่ิงใด  ส่ิงนั้นจะออกแรงประเภทท่ีตอ้งสัมผสักระท าต่อวตัถุได ้  

 ส่ิงท่ีนกัศึกษาควรระลึกคือปกติแลว้วตัถุจะสัมผสักบัอากาศ  โดยวตัถุมกัจะจมอยูใ่นอากาศ  วตัถุจึง

มีแรงลอยตวัเน่ืองจากวตัถุจมอยูใ่นอากาศ (คลา้ยๆกอ้นหินจมในน ้า)  แต่ปัญหาส่วนใหญ่เราไม่ตอ้งค านึงถึง

แรงน้ี   นอกจากน้ีถา้วตัถุเคล่ือนท่ีจะมีแรงตา้นจากอากาศแต่ปัญหาในระดบัมธัยมก็จะไม่ค  านึงถึงแรงตา้นน้ี

เช่นกนั 
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 ขั้นตอนท่ีสอง ดูวา่มีแรงประเภทท่ีไม่ตอ้งสัมผสัอะไรบา้งท่ีกระท าต่อวตัถุ  ส าหรับปัญหาทาง

กลศาสตร์มกัเป็นแรงโนม้ถ่วง 

 สองขั้นตอนท่ีกล่าวไปแลว้น้ีจะท าใหน้กัศึกษาไม่หลงทางในการวเิคราะห์แรง 

ตัวอย่างที ่9.2.3.1       กล่องสามกล่อง  A , B และ C  มวล BA mm ,   และ Cm   ตามล าดบั  โยงดว้ยเชือก 3 

เส้นติดกบัเพดานดงัรูป  ต.ย.9.2.3.1           

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

1) มีแรง(จริง)อะไรท าต่อ A บา้ง  

ขั้นตอนท่ีหน่ึง จะเห็นวา่ A แตะ(สัมผสั)กบัเชือกเส้นท่ี 1 ดงันั้นเชือกเส้นท่ี1 ออกแรงกระท าต่อ A 

ณ ต าแหน่งท่ีแตะ (เป็นแรงดึงข้ึน)  

ขั้นตอนท่ีสอง  แรงท่ีไม่ตอ้งสัมผสัคือแรงดึงดูดจากโลก  ขนาด   gmA  มีทิศลงในแนวด่ิง 

ก็คือมีแรงจริง 2 แรงกระท าต่อกล่อง A     

  เราจะลองตั้งค  าถามและตอบค าถามดู  เผือ่วา่เม่ือนกัศึกษาไปเป็นครูจะไดน้ าไปถามนกัเรียน 

    C 

    B 

    A 

รูป ต.ย.9.2.3.1 

เชือกเสน้ท่ี 3 

เชือกเสน้ท่ี 2 

เชือกเสน้ท่ี 1 
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 เพดานออกแรงกระท าต่อกล่อง A ไดห้รือไม่ ? (ไม่ได)้  เพราะอะไร? (เพราะเพดานไม่ไดส้ัมผสั

กล่อง A  มนัจึงออกแรงกระท าต่อกล่อง A ไม่ได)้ 

 เชือกเส้นท่ีสองออกแรงกระท าต่อกล่อง A ไดห้รือไม่ ? (ไม่ได)้  เพราะอะไร? (เพราะเชือกเส้นท่ี 2 

ไม่ไดส้ัมผสักล่อง A  มนัจึงออกแรงกระท าต่อกล่อง A ไม่ได)้ 

 กล่อง B ออกแรงกระท าต่อกล่อง A ไดห้รือไม่ ? (ไม่ได)้  เพราะอะไร? (เพราะกล่อง B  ไม่ได้

สัมผสักล่อง A  มนัจึงออกแรงกระท าต่อกล่อง A ไม่ได)้   

 หมายเหตุ จริงๆแลว้กล่อง B ดึงดูดกล่อง A ดว้ยแรงดึงดูดระหวา่งมวล  แต่มนัมีค่านอ้ยมาก(เม่ือ

เทียบกบัแรงจากเชือกเส้นท่ี 1 และแรงดึงดูดจากโลก) จนเราไม่ค  านึงถึง 

2) มีแรง(จริง)อะไรท าต่อ B บา้ง 

ขั้นตอนท่ีหน่ึง จะเห็นวา่ B  สัมผสักบัเชือกเส้นท่ี 1 และเชือกเส้นท่ี 2  ดงันั้นเชือกเส้นท่ี1 ออกแรง

กระท าต่อ B ณ ต าแหน่งท่ีแตะ (เป็นแรงดึงลง)  ส่วนเชือกเส้นท่ี 2 ออกแรงกระท าต่อ B ณ ต าแหน่งท่ีแตะ 

(เป็นแรงดึงข้ึน)  

ขั้นตอนท่ีสอง  แรงท่ีไม่ตอ้งสัมผสัคือแรงดึงดูดจากโลก ขนาด   gmB มีทิศลงในแนวด่ิง 

ก็คือมีแรงจริง 3  แรงกระท าต่อกล่อง B     

 ต่อไปเป็นค าถามและค าตอบ เผือ่วา่เม่ือนกัศึกษาไปเป็นครูจะไดน้ าไปถามนกัเรียน 

 เพดานออกแรงกระท าต่อกล่อง B ไดห้รือไม่ ? (ไม่ได)้  เพราะอะไร? (เพราะเพดานไม่ไดส้ัมผสั

กล่อง B  มนัจึงออกแรงกระท าต่อกล่อง B ไม่ได)้ 

 เชือกเส้นท่ี 3 ออกแรงกระท าต่อกล่อง B ไดห้รือไม่ ? (ไม่ได)้  เพราะอะไร? (เพราะเชือกเส้นท่ี 3 

ไม่ไดส้ัมผสักล่อง B  มนัจึงออกแรงกระท าต่อกล่อง B ไม่ได)้ 

 กล่อง C ออกแรงกระท าต่อกล่อง B ไดห้รือไม่ ? (ไม่ได)้  เพราะอะไร? (เพราะกล่อง C ไม่ไดส้ัมผสั

กล่อง B  มนัจึงออกแรงกระท าต่อกล่อง B ไม่ได)้ 
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9.2.4 กฎการเคลือ่นทีข้่อทีส่าม 

กฎการเคล่ือนท่ีขอ้ท่ีสามกล่าววา่ “ทุกแรงกิริยา ยอ่มมีแรงปฏิกิริยาซ่ึงมีขนาดเท่ากนัแต่มีทิศตรงขา้ม

กนัเสมอ”  หรือมกักล่าวกนัสั้นๆวา่ “action เท่ากบั reaction”    

แรงใดจะเป็นแรงกิริยาหรือปฏิกิริยาข้ึนกบัวา่เราดูอะไรเป็นระบบ(คือเราสนใจอะไร)  ตวัอยา่งเช่น

โลกกบัดวงจนัทร์ดึงดูดกนั  ถา้เราดูโลกเป็นระบบแรงท่ีดวงจนัทร์ดูดโลกเป็นแรงกิริยา  แรงท่ีโลกดูดดวง

จนัทร์เป็นแรงปฏิกิริยา   แต่ถา้เราดูดวงจนัทร์เป็นระบบแรงท่ีดวงจนัทร์ดูดโลกเป็นแรงปฏิกิริยา  แรงท่ีโลก

ดูดดวงจนัทร์เป็นแรงกิริยา    

ตวัอยา่งของกฎการเคล่ือนท่ีขอ้ท่ีสามเช่น  ถา้เราใชค้อ้นตีนุ่น  แรงท่ีคอ้นท าต่อนุ่นจะมีขนาดเท่ากบั

แรงท่ีนุ่นท าต่อคอ้น 

แรงท่ีโลกดึงดูดเม็ดฝุ่ นจะมีขนาดเท่ากบัแรงท่ีเมด็ฝุ่ นดึงดูดโลก  เป็นตน้ 

กฎขอ้ท่ีสามเป็นจริงเฉพาะแรงจริงเท่านั้น  ไม่เป็นจริงส าหรับแรงเทียม  ตวัอยา่งเช่นแรง(เทียม)หนี

ศูนยก์ลางจะไม่มีแรงปฏิกิริยาท่ีคู่กบัมนั 

 

 

---------------------------------------------  
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เร่ืองเล่าจากครูฟิสิกส์แก่ๆ  ตอนที ่9.3 กฎการเคลือ่นทีข้่อทีส่องกรณอีนุภาค 

ผศ.ดร.ธีระพนัธ์ุ  สันติเทวกุล 

มกราคม 2565 

ในตอนท่ี 9.3 น้ี  จะกล่าวถึงกฎการเคล่ือนท่ีขอ้ท่ีสองส าหรับอนุภาคตวัเดียว  ค  าวา่ “อนุภาค” เรา

หมายถึงวตัถุท่ีมีความกวา้ง ความยาว ความสูงนอ้ยมาก  คือเป็นจุด  แต่มีมวล  ส่วนค าวา่ “วตัถุ”  เราหมายถึง

วตัถุท่ีมีความกวา้ง ความยาว ความสูง  อยา่งไรก็ตามค าวา่“วตัถุ” ในหวัขอ้ 9.3 น้ีเป็นวตัถุท่ีเราพิจารณาเป็น

อนุภาคได ้ เพราะเป็นวตัถุท่ีทุกๆต าแหน่งเคล่ือนท่ีดว้ยความเร็วและความเร่งเดียวกนั  ตวัอยา่งเช่นกล่องไถล

ลงมาตามพื้นเอียง  ทุกๆต าแหน่งในกล่องมีความเร็วและความเร่งเดียวกนั  เราจึงมองมนัคลา้ยกบัเป็น

อนุภาคได ้  แต่ท่ีใชค้  าวา่“วตัถุ”  ไม่ใชค้  าวา่ “อนุภาค” ใหช้ดัเจนไปเลยเพราะต่อไปตอ้งการใหน้กัศึกษา

แยกแยะเองวา่ตอ้งค านึงถึงรูปร่างของ “วตัถุ”   หรือไม่  

 กฎการเคล่ือนท่ีของนิวตนักรณีอนุภาคเขียนสั้นๆไดว้า่ 

    amF


     (9.3) 

คือ แรงลพัธ์ท่ีกระท าต่อวตัถุ เท่ากบัมวลคูณดว้ยความเร่งของวตัถุ 

 ส่ิงท่ีเราตอ้งระลึกคือแรงทางดา้นซา้ยมือของเคร่ืองหมายเท่ากบันั้นตอ้งเป็นแรงจริง   

และความเร่งทางดา้นขวามือของเคร่ืองหมายเท่ากบันั้นตอ้งอา้งอิงกบักรอบอา้งอิงเฉ่ือย 

9.3.1  กฎการเคลือ่นทีข้่อทีส่องเชิงปฏิบัติแบบมาตรฐาน 

 ในการใชง้านจริงมกัเขียนสมการ(9.3) ให้อยูใ่นแนวท่ีตั้งฉากกนัสองหรือสามแนว  ส่วนมากมกัเป็น

แนว yx, และ z  ของพิกดัฉาก  ท าใหเ้ขียนสมการ(9.3) ในแต่ละแนวไดเ้ป็น 

   
xx amF 


     (9.3.1.1) 

   
yy amF 


     (9.3.1.2) 

   
zz amF 


     (9.3.1.3) 
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 การเขียนแรงและความเร่งให้อยูใ่นองคป์ระกอบของพิกดัฉากน้ีมนัมีความเหมาะเจาะ (ความ

เหมาะเจาะของพิกดัฉากนกัศึกษาดูไดใ้นเร่ืองเล่าจากครูฟิสิกส์แก่ๆ ตอนท่ี8) มนัเหมาะเจาะเสียจนไม่ค่อยมี

ใครตั้งค  าถามเก่ียวกบัตวัมนั  ไม่วา่ปัญหาจะซบัซอ้นอยา่งไรเม่ือเร่ิมแกปั้ญหาโดยใชก้ฎการเคล่ือนท่ีขอ้ท่ี

สองเราก็มกัสร้างพิกดัฉากข้ึนมาแลว้มนัก็แกปั้ญหาได ้ ผมจึงเรียกสมการ (9.3.1.1) (9.3.1.2) และ (9.3.1.3) 

วา่  กฎการเคล่ือนท่ีขอ้ท่ีสองเชิงปฏิบติัแบบมาตรฐาน 

กฎการเคล่ือนท่ีขอ้ท่ีสองเชิงปฏิบติัแบบมาตรฐานแมใ้ชง้านไดดี้  แต่มนัดีจนท าใหข้าดความเขา้ใจ

ในบางประเด็น  เช่นครูผูส้อนบางคนท่ีไม่ใชแ้นวท่ีตั้งฉากกนัในการเขียนแรงและความเร่งเขารู้จาก

ประสบการณ์วา่  ส าหรับวตัถุช้ินหน่ึงเขา(มกั)ใชก้ฎการเคล่ือนท่ีขอ้ท่ีสองเขียนสมการไดไ้ม่เกิน 2 สมการ  

ถา้สมการยงัไม่พอเขาจะเปล่ียนเป็นพิจารณาวตัถุช้ินใหม่  ถา้ยงัขืนใชว้ตัถุช้ินเดิมอยูเ่ขาจะไม่ไดค้  าตอบ   แต่

ครูเหล่าน้ี(น่าจะ)ไม่รู้เหตุผลวา่ท าไม 

โจทยใ์นระดบัมธัยมปลายจ านวนมากไม่จ  าเป็นตอ้งเขียนแรงและความเร่งใหอ้ยูใ่นองคป์ระกอบ

ของพิกดัฉาก  แต่จะใชแ้นวใดก็แลว้แต่สะดวก  ผมจึงเรียกวา่  “กฎการเคล่ือนท่ีขอ้ท่ีสองเชิงปฏิบติัแบบตาม

สะดวก ” ซ่ึงจะกล่าวถึงในหวัขอ้ 9.3.3 แต่เพื่อความเขา้ใจจะพดูถึงสมการเชิงเส้นก่อนในหวัขอ้  9.3.2   

9.3.2 สมการเชิงเส้น 

สมการเชิงเส้น คือสมการท่ีแต่ละพจน์มีเพียงค่าคงตวั หรือเป็นผลคูณระหวา่งค่าคงตวักบัตวัแปรยก

ก าลงัหน่ึง   

สมการ(9.3) นั้น  ในการใชเ้ชิงปฏิบติั(เช่นการท าโจทย)์  เราจะใชใ้นรูปขององคป์ระกอบของ

เวกเตอร์ในแนวท่ีเหมาะสม   โดยในแต่ละแนวจะใหส้มการเชิงเส้นออกมาหน่ึงสมการ   สมการเชิงเส้น

เหล่าน้ีอาจเป็นอิสระหรือไม่เป็นอิสระต่อกนัก็ได ้  เราจึงจะกล่าวถึงสมการเชิงเส้นในแง่ของความเป็นอิสระ

หรือไม่เป็นอิสระต่อกนั 

ถา้มีสมการเชิงเส้นหลายสมการ เรากล่าวสมการเหล่าน้ีเป็นอิสระต่อกนัถา้เราไม่สามารถหาสมการ

หน่ึงจากผลรวมเชิงเส้น( linear combination) ของสมการอ่ืน   โดยผลรวมเชิงเส้นคือการคูณดว้ยค่าคงตวั  

บวกหรือลบสมการ เป็นตน้ 

ตวัอยา่งเช่น   723  yx      (9.3.2.1) 
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   115  yx      (9.3.2.2) 

 เรากล่าววา่สมการ(9.3.2.1) และ (9.3.2.2)  เป็นอิสระต่อกนั  เพราะเราไม่อาจหาสมการหน่ึงไดจ้าก

อีกสมการหน่ึง  เช่นถา้คูณสมการ(9.3.2.2)  ดว้ย 3 ก็ออกมาเป็น 33153  yx    ซ่ึงไม่ใช่สมการ (9.3.2.1)  

แต่สมการ  105  yx      (9.3.2.3) 

และ   20210  yx      (9.3.2.4) 

 สมการทั้งสองไม่เป็นอิสระต่อกนั  เพราะสมการ(9.3.2.4)  ไดม้าจากเอาเลข 2 คูณสมการ (9.3.2.3)   

ในวชิาฟิสิกส์เรามกัพดูวา่ สมการ (9.3.2.3)  และ(9.3.2.4)  หาค าตอบไม่ได ้ (คณิตศาสตร์จะบอกวา่มีค าตอบ

มากมาย  แต่ฟิสิกส์บอกวา่ไม่มีค  าตอบเพราะค าตอบในทางฟิสิกส์คือค าตอบท่ี unique )   

 ถา้เรามีสมการเชิงเส้นท่ีเป็นอิสระต่อกนัสองสมการ  มีตวัไม่รู้ค่าสองตวั  เราสามารถหาตวัไม่รู้ค่า

ได ้  เช่นสมการ (9.3.2.1)  และ (9.3.2.2)  ซ่ึงเป็นอิสระต่อกนั  ถา้แกส้มการจะได ้ 1x   และ   2y     

 ข่าวสารท่ีอยูใ่นสมการ(9.3.2.1)   จะต่างกบัข่าวสารท่ีอยูใ่นสมการ (9.3.2.2) เราจึงสามารถใช้

สมการทั้งสองหาตวัไม่รู้ค่า x   และ   y    ได ้  หรือก็คือสมการท่ีเป็นอิสระต่อกนัมีข่าวสารท่ีแตกต่างกนั 

 ถา้เรามีสมการเชิงเส้นท่ีเป็นอิสระต่อกนัสามสมการ  มีตวัไม่รู้ค่าสามตวั  เราสามารถหาตวัไม่รู้ค่า

ได ้   

ตวัอยา่งเช่น  6 zyx       (9.3.2.5) 

  322  zyx      (9.3.2.6) 

  7253  zyx      (9.3.2.7) 

สมการ(9.3.2.5) (9.3.2.6) และ(9.3.2.7) เป็นสมการท่ีเป็นอิสระต่อกนั  แกส้มการได ้ 1x  ,   2y     และ   

3z     

 

คราวน้ีดูสมการ  1032  zyx      (9.3.2.8) 

  15323  zyx      (9.3.2.9) 
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  451286  zyx      (9.3.2.10) 

สมการ (9.3.2.10)  ไดม้าจากการเอาเลข 3 คูณสมการ(9.3.2.8) แลว้บวกกบัสมการ(9.3.2.9)   ดงันั้น 

สมการทั้งสามไม่เป็นอิสระต่อกนั ก็คือการเขียนสมการ(9.3.2.10)  เพิ่มข้ึนมา  ไม่ไดมี้ข่าวสารใหม่เพิ่มเติม

ไปจากสมการ (9.3.2.8)  และ (9.3.2.9)  ถา้นกัศึกษาลองแกส้มการ(9.3.2.8)(9.3.2.9)(9.3.2.10) ดู  จะเห็นวา่

มนัไม่มีค  าตอบ 

9.3.3 กฎการเคลือ่นทีข้่อทีส่องเชิงปฏิบัติแบบตามสะดวก     

 เพื่อใหเ้ห็นภาพชดัเจนเราจะพิจารณาองคป์ระกอบของแรงลพัธ์และความเร่งในระนาบของกระดาษ  

ซ่ึงเป็นปัญหาใน 2 มิติ  อยา่งไรก็ตามเราสามารถขยายเป็นปัญหาใน 3 มิติ (ในปริภูมิ) ไดโ้ดยง่าย 

สมมติวา่มีวตัถุช้ินหน่ึงมวล m ถูกแรงหลายแรงกระท า  โดยแรงลพัธ์คือ F

    ท าใหว้ตัถุน้ีมี

ความเร่ง  a    

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 ให ้ xxx ,,  เป็นแนวใดๆสามแนว  ค าวา่แนวในท่ีน้ีหมายถึงเส้นตรงเส้นหน่ึง(เส้นตรงท่ีขนาน

กนัถือวา่เป็นแนวเดียวกนั)  เน่ืองจากองคป์ระกอบของเวกเตอร์ในแนวใด  หมายถึงเงาของเวกเตอร์ในแนว

นั้น  ดงันั้นองคป์ระกอบของ F

และ am

  ในแนว xxx ,, คือ 
x

F


, 
x

F



, 

x
F




และ xam
 , 

xam 

 , xam 

  แสดงดงัรูป 9.3.3.1  

 F  

m a  
Fx 

Fx 

Fx max x 

x 

x 

max 

max 

  รูป 9.3.3.1  
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 เน่ืองจาก  amF


   

คือ F


และ am
    เท่ากนัทั้งขนาดและทิศทาง 

ดงันั้น  ถา้ดูในแนว  x   จะไดว้า่  
x

F


 = xam
      (9.3.3.1) 

ถา้ดูในแนว x    จะไดว้า่  
x

F



   =  xam 

     (9.3.3.2) 

ถา้ดูในแนว   x   จะไดว้า่  
x

F



   =  xam 

     (9.3.3.3) 

(ถา้นกัศึกษามองรูป 9.3.3.1 ไม่ออก  ใหเ้ล่ือนF


  ไปทบั am
   หรือเล่ือน am

   ไปทบั F

ก็ได ้ มนั

จะทบักนัพอดี  ดงันั้นองคป์ระกอบของ F

และ  am

   ไม่วา่จะเป็นแนวใดจึงเท่ากนั) 

 ในสมการ(9.3.3.1) (9.3.3.2) และ (9.3.3.3) นั้น แนว x , x  และ x    ไม่จ  าเป็นตอ้งตั้งฉากกนั 

 นอกจาก 3 แนวน้ีแลว้ยงัมีแนวอ่ืนๆอีกนบัไม่ถว้นแนวท่ีเราสามารถเขียนสมการออกมาคลา้ยๆกบั

สมการ (9.3.3.1) (9.3.3.2) และ (9.3.3.3)   

 ในระดบัมธัยมปัญหาจะเป็นปัญหาท่ีความเร่งคงท่ี   ดงันั้นจากแต่ละแนวเราเขียนสมการเชิงเส้น

ไดห้น่ึงสมการ  แมว้า่แนวท่ีเราสามารถเขียนสมการมีจ านวนนบัไม่ถว้นแนว  แต่ถา้เราเลือกแนวใดข้ึน

มาแลว้   จะเลือกแนวท่ีสอง(แนวใดก็ได)้ไดอี้กหน่ึงแนวเท่านั้นท่ีจะใหส้มการท่ีเป็นอิสระกบัแนวแรก   โดย

ถา้เราเขียนสมการจากแนวท่ีสาม  สมการจากแนวท่ีสามจะไม่เป็นอิสระจากสองสมการแรก   หรือพดูอีก

อยา่งหน่ึงคือข่าวสารในสมการท่ีสามไม่ไดมี้อะไรเพิ่มเติมจากข่าวสารในสองสมการแรก 

 นัน่คือกรณีท่ีเราสามารถเขียนแรงและความเร่งลงในระนาบ(มกัเป็นระนาบของกระดาษในเวลาท่ี

เราท าโจทย)์ จ  านวนแนวท่ีใหส้มการท่ีเป็นอิสระต่อกนัจะมีเพียงสองแนว 

 ถา้เราขยายไปเป็นกรณี 3 มิติ คือกรณีท่ีแรงอยูใ่นปริภูมิ  จ  านวนแนวท่ีใหส้มการท่ีเป็นอิสระต่อ

กนัจะมีเพียงสามแนว 

 ดงันั้น ถา้เราจะกล่าวกฎการเคล่ือนท่ีขอ้ท่ีสองในเชิงปฏิบติัแบบตามสะดวกก็กล่าวไดว้า่ “ ณ เวลา

หน่ึง เวลาใดก็ได ้ องคป์ระกอบของแรงลพัธ์ท่ีกระท าต่อวตัถุในแนวหน่ึง  แนวใดก็ได ้ จะเท่ากบัมวลคูณ

ดว้ยองคป์ระกอบของความเร่งของวตัถุในแนวนั้น  ส าหรับวตัถุๆหน่ึง จ านวนแนวท่ีใหส้มการเชิงเส้นท่ีเป็น

อิสระต่อกนัมีไม่เกินสามแนว” 
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 ตัวอย่างที ่9.3.3.1     

1) เม่ือเราชัง่น ้าหนกัของวตัถุดว้ยการวางวตัถุบนจานตาชัง่  เขม็ของตาชัง่จะบอกแรงท่ีจานตาชัง่กระท าต่อ

วตัถุ  เราจะเรียกวา่แรง N   ถา้ตาชัง่อยูน่ิ่งเทียบกบัผวิโลก  น ้าหนกัของวตัถุ W  ขนาดจะเท่ากบั  N ส่วนทิศ

จะตรงกนัขา้มกนั  ดงันั้นถา้เรารู้ขนาดและทิศของ N  ก็คือรู้ขนาดและทิศของน ้าหนกั  

จงแสดงวา่น ้าหนกัของวตัถุมวล m วา่ข้ึนกบัละติจูด    อยา่งไร   และจงหามุม    ซ่ึงเป็นมุมท่ี

น ้าหนกัท ากบัแนวด่ิง (แนวรัศมีของโลก)  

2)จงแสดงเป็นตวัอยา่งใหเ้ห็นวา่  เม่ือเลือกสองแนวข้ึนมาแลว้   สมการจากแนวอ่ืนจะไม่เป็นอิสระกบั

สมการจากสองแนวท่ีเราเลือก 

วธีิท า    เราจะค านวณหาขนาดและทิศของแรง N วา่ข้ึนกบัละติจูด    อยา่งไร   เพราะเม่ือเรารู้ก็เท่ากบัเรารู้

วา่ขนาดและทิศของน ้าหนกั W  ข้ึนกบัละติจูด    อยา่งไร    

นกัศึกษาควรรู้วา่โจทยข์อ้น้ีจะใชผ้วิโลกเป็นกรอบอา้งอิงเฉ่ือยไม่ได ้ เพราะถา้ใชผ้วิโลกเป็นกรอบ

อา้งอิงเฉ่ือยคือไม่คิดผลของการหมุนของโลก  น ้าหนกัของวตัถุจะไม่ข้ึนกบัละติจูด 

หนงัสือบางเล่มอาจใชผ้วิโลกเป็นกรอบอา้งอิง  เขาจึงตอ้งใชแ้รง(เทียม)หนีศูนยก์ลางดว้ยในการ

ค านวณ  แต่ในท่ีน้ีเราจะใชก้รอบอา้งอิงเฉ่ือยและใชแ้ต่แรงจริงเท่านั้นในการค านวณ 

 สมมติมีกอ้นหินมวล  m  วางน่ิงบนจานตาชัง่บนผวิโลกท่ีละติจูด    

 ให ้ r̂   และ ̂    เป็นเวกเตอร์หน่วยในแนวรัศมีโลก R  และแนวตั้งฉากกบัรัศมี R  

  ĵ   และ î   เป็นเวกเตอร์หน่วยในแนวแกนหมุนและตั้งฉากกบัแกนหมุนของโลก ดงัในรูป 

ต.ย.9.3.3.1    
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กรอบอา้งอิงเฉ่ือยท่ีจะใชก้บัโจทยข์อ้น้ีอาจพิจารณาดงัต่อไปน้ี 

แมโ้ลกจะหมุนแต่จุดศูนยก์ลางของโลกจะอยูน่ิ่งไม่ไดห้มุนตามไปดว้ย  ดงันั้นกรอบอา้งอิงใดๆท่ี

อยูน่ิ่ง(หรือมีความเร็วคงท่ี)เทียบกบัจุดศูนยก์ลางโลกจะเป็นกรอบอา้งอิงเฉ่ือย ผูส้ังเกตท่ีอยูใ่นกรอบอา้งอิง

เฉ่ือยจะเห็นโลกหมุน  

สมมติใหอ้ตัราเร็วเชิงมุมท่ีโลกหมุนเป็น    จินตนาการวา่ตวัเราอยูท่ี่จุดศูนยก์ลางโลกหรืออยูน่ิ่ง

ห่างๆจากโลก  เราจะเห็นกอ้นหินเคล่ือนท่ีเป็นวงกลมรัศมี  cosR   โดยมีความเร่ง )ˆ(cos2 iRa  
   

ความเร่งน้ีเป็นความเร่งท่ีอา้งอิงกบักรอบอา้งอิงเฉ่ือย 

 หลงัจากท่ีเรารู้ความเร่งของกอ้นหินแลว้  ต่อไปเราจะหาแรง(จริง) ท่ีท าต่อกอ้นหิน 

แรงท่ีตอ้งสัมผสั 

กอ้นหินสัมผสักบัจานตาชัง่   ดงันั้นจานตาชัง่ออกแรงกระท าต่อกอ้นหินได ้  เราใหแ้รงท่ีจานตาชัง่

กระท าต่อกอ้นหินเป็น N


   

 กอ้นหินจมในอากาศแต่เราไม่คิดแรงลอยตวัเพราะนอ้ยมากเม่ือเทียบกบั N

 และแรงดึงดูดของโลก 

N


 

̂  

î  

r̂  

  

attgm


 

)ˆ(cos2 iRa  
  ĵ  

ตรงน้ีมีกอ้นหินวางอยู่

บนจานตาชัง่  

รูป ต.ย.9.3.3.1   

เสน้ศูนยสู์ตร 
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 กอ้นหินไม่ไดเ้คล่ือนท่ีแหวกอากาศเพราะกอ้นหินและอากาศบริเวณผิวโลกหมุนไปพร้อมๆกบัโลก  

แรงตา้นจากอากาศจึงไม่มี    

ดงันั้นแรงท่ีตอ้งสัมผสัมีแรงเดียวคือ N


 

แรงท่ีไม่ตอ้งสัมผสั 

แรงดึงดูดของโลก  r
R

GMm
ˆ

2
    เม่ือ G   คือค่านิจโนม้ถ่วงสากล   M   คือมวลของโลก  R   คือ

รัศมีของโลก  

เราจะเขียนแรงดึงดูดของโลกสั้นๆเป็น  attgm
   โดย attg


r

R

GM
ˆ

2
  

ในท่ีน้ีการเขียนเป็น attg
   เพื่อให้แตกต่างจาก g   ท่ีเป็นความเร่งของการตกอยา่งอิสระบนผวิโลก 

โดย g  เป็นผลของแรงจริง attgm
  และแรง(เทียม)หนีศูนยก์ลาง  แต่ไม่คิดผลของแรง(เทียม)โคริโอลิส  

และแรงตา้นอากาศ  อยา่งไรก็ตามนกัศึกษาอยา่ยดึติดกบัสัญลกัษณ์ attg
  และ  g     เพราะหนงัสือแต่ละเล่ม

อาจใชส้ัญลกัษณ์ไม่เหมือนกนั 

นกัศึกษาจะเห็นวา่การท่ีเราดูแรงแบบท่ีตอ้งสัมผสัและไม่ตอ้งสัมผสัท าใหเ้ราไดแ้รงจริงเพราะ

สามารถระบุตวัผูอ้อกแรงได ้ เช่น N

จานตาชัง่เป็นผูอ้อกแรง attgm

 โลกเป็นผูอ้อกแรง 

 เรามาดูทิศของ  N

  กนับา้ง    แรง N


จะอยูใ่นแนวเดียวกบั attgm

  ไม่ได ้ เพราะถา้เป็นเช่นน้ีแรง

ทั้งสองจะตั้งฉากกบัแนว   ̂      ซ่ึงจะท าใหไ้ม่มีองคป์ระกอบของแรงในแนว ̂     แต่ความเร่ง 

)ˆ(cos2 iR   ไม่ไดต้ั้งฉากกบัแนว   ̂    จึงมีองคป์ระกอบในแนว  ̂    ในเม่ือ  attgm
 ซ่ึงมีทิศพุง่เขา้

จุดศูนยก์ลางโลกจึงไม่มีองคป์ระกอบในแนว ̂    ดงันั้น N

 ตอ้งมีองคป์ระกอบในแนว ̂   คือ  N


   ตอ้ง

เบนไปจากแนวของ   attgm
    ให ้   เป็นมุมท่ีเบนไปดงัในรูป ต.ย.9.3.3.1      

จาก   amF


 

ดูในแนว ;r̂     22 coscos RmNgm att      (1) 

ดูในแนว ;̂     sincossin 2RmN      (2) 

ดูในแนว ;î     cos)cos(cos 2RmNgm att    (3) 
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ดูในแนว ;ĵ    0)sin(sin   Ngm att     (4) 

และยงัมีแนวอ่ืนท่ีเราสามารถเขียนสมการไดอี้กเป็นลา้นๆแนว 

ข่าวสารในสมการ(1)ถึง(4) เป็นข่าวสารท่ีถูกตอ้ง(ส าหรับโจทยข์อ้น้ี)  แต่ถา้เราลองเปล่ียนสมการ

(1) เป็น  22 coscos2 RmNgm att    คือเติมเลข 2 หนา้ cosN  ข่าวสารในสมการ 

 22 coscos2 RmNgm att     เป็นข่าวสารท่ีไม่ถูกตอ้ง  

สมการ(1)ถึง(4) มีตวัไม่รู้ค่า 2 ตวั คือ N    และ     โดยหลกัการแลว้เราตอ้งการสมการ 2 สมการ

ท่ีเป็นอิสระต่อกนัก็จะสามารถหาตวัไม่รู้ค่าได ้

จะเห็นวา่ทั้งแรงและความเร่งเราเขียนอยูใ่นระนาบของกระดาษ(ไม่ใช่ในปริภูมิ) ดงันั้นจ านวน

สมการท่ีเป็นอิสระต่อกนัจะมีเพียง   2  สมการเท่านั้น 

ต่อไปจะเป็นการค านวณ  โดย    

1) จะแสดงวา่เราเลือกสมการจากสองแนวใดก็ได ้ เราจะไดส้มการสองสมการท่ีเป็นอิสระต่อกนัท าใหแ้ก้

สมการหา N    และ      ได ้   ซ่ึงก็คือรู้วา่น ้าหนกัของวตัถุมวล m วา่ข้ึนกบัละติจูด    อยา่งไร   และรู้มุม  

  ซ่ึงเป็นมุมท่ีน ้าหนกัท ากบัแนวด่ิง 

2) ถา้เราเลือกสมการมาสองสมการ  จะแสดงเป็นตวัอยา่งใหเ้ห็นวา่สมการท่ีเหลือจะไดม้าจากผลรวมเชิง

เส้นของสองสมการแรก  คือสมการท่ีเหลือไม่เป็นอิสระจากสองสมการแรก   

นกัศึกษาไม่จ  าเป็นตอ้งดูอยา่งละเอียดทุกหวัขอ้ยอ่ย  ดูแค่บางหวัขอ้ยอ่ยให้รู้วา่อะไรเป็นอะไรแลว้ขา้มไป

ตวัอยา่งท่ี 9.3.3.2 ก็ได ้    

1)    

1.1) คู่สมการท่ีค านวณง่ายคือ สมการ (1) และ (2) ซ่ึงจะได ้

จากสมการ(1);  22 coscos RmmgN att      (1.1.1) 

(2)/(1.1.1) ;   





22

2

cos

sincos
tan

Rg

R

att 
      (1.1.2)  

ยกก าลงัสองสมการ(2) และ(1.1.1) บวกกนัแลว้ถอดรากท่ีสอง  จะได ้    



 10 

2/122222 })cos()sincos{(  RgRmN att     (1.1.3)  

ในตวัอยา่งท่ี 10.2.2 ในเร่ืองเล่าจากครูฟิสิกส์แก่ๆตอนต่อไปคือตอนท่ี 10 นกัศึกษาจะพบวา่ 
2/122222 })cos()sincos{(  RgR att       คือความเร่งของการตกอยา่งอิสระบนผวิโลก g   ซ่ึง

ยงัไม่ไดท้  าการประมาณใดๆ   

1.2) จะใชส้มการ (1) และ(3)  

เขียนเลขสมการใหม่เป็น 

  22 coscos RmNgm att       (1.2.1)  

     cos)cos(cos 2RmNgm att      (1.2.2)  

จาก(1.2.2)  ; )sinsincos(cos  N =  coscos 2Rmgm att   (1.2.3) 

จาก(1.2.1);    )cos(cos 22  RgmN att     (1.2.4) 

(1.2.3)/(1.2.4);   





22

2

cos

coscos
)sintan(cos

Rg

Rg

att

att




  

  }
cos

)coscos(
{cos

sin

1
tan

22

2









Rg

Rg

att

att




  

}
cos

coscoscoscos
{

sin

1
22

232





 Rg

RgRg

att

attatt




  

}
cos

coscos
{

sin

1
22

232





 Rg

RR

att 


  

}
cos

)cos1(cos
{

sin

1
22

22





 Rg

R

att 


  

  





22

2

cos

sincos
tan

Rg

R

att 
    (1.2.5) เหมือนกบั (1.1.2) 

สร้างสามเหล่ียมมุมฉากใหด้า้นตรงขา้มมุม      ยาว  sincos2R    ดา้นตรงขา้มมุมฉากยาว 
22222 )cos()sincos(  RgR att       อีกดา้นยาว  22 cosRgatt   
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จะได ้  
22222

22

)cos()sincos(

cos
cos






RgR

Rg

att

att




      แทนลงใน (1.2.4)  ได ้

2/122222 })cos()sincos{(  RgRmN att    (1.2.6) เหมือนกบั  (1.1.3) 

1.3)  จะใชส้มการ (1) และ(4)   

เขียนเลขสมการใหม่เป็น   

  22 coscos RmNgm att       (1.3.1)  

 0)sin(sin   Ngm att      (1.3.2)   

จาก(1.3.2)  ; )sincoscos(sin  N = sinattgm    (1.3.3) 

จาก(1.3.1) ;   )cos(cos 22  RgmN att      (1.3.4) 

(1.3.3)/(1.3.4);   





22 cos

sin
)sincos(tan

Rg

g

att

att


  

  }sin
cos

sin
{

cos

1
tan

22







 




Rg

g

att

att  

  }
cos

cossinsinsin
{

cos

1
tan

22

22








Rg

Rgg

att

attatt




  

  





22

2

cos

sincos
tan

Rg

R

att 
    (1.3.5) เหมือนกบั (1.1.2) 

จาก(1.3.5) ;  
  2/122222

22

)cos()sincos(

)cos(
cos






RgR

Rg

att

att




   (1.3.6) 

จาก(1.3.1) ;  22 coscos RmNgm att   

 


22 cos
cos

1
RmmgN att       (1.3.7) 

แทน (1.3.6) ลงใน(1.3.7); 

  


 22

22

2/122222

cos
)cos(

})cos()sincos{(
Rmmg

Rg

RgR
N att

att

att 
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2/122222 })cos()sincos{(  RgRmN att    (1.3.8)  เหมือนกบั (1.1.3)  

ส าหรับคู่สมการอ่ืนๆนกัศึกษาลองท าดู  ซ่ึงควรจะได ้ tan     และ  N    เหมือนกบั (1.1.2) และ (1.1.3) 

2) จะแสดงเป็นตวัอยา่งใหเ้ห็นวา่ถา้เราเลือกสมการใดก็ไดม้าสองสมการ   สมการท่ีเหลือจะไดม้าจาก

ผลรวมเชิงเส้นของสองสมการแรก  คือจะไม่เป็นอิสระจากสองสมการแรก   

2.1) เลือกสมการ(1) และ(2)     จะแสดงวา่ สมการ(3) ไดม้าจากผลรวมเชิงเส้นของสมการ(1) และ(2)        

เขียนเลขสมการใหม่เป็น 

    22 coscos RmNgm att        (2.1.1)  

    sincossin 2RmN        (2.1.2)  

    cos)cos(cos 2RmNgm att       (2.1.3)  

(2.1.1) คูณดว้ย cos ;  32 coscoscoscos RmNgm att     (2.1.4) 

(2.1.2) คูณดว้ย




sin

)cos(  ;





sin

)cos(
sincos)cos( 2 

 RmN   (2.1.5) 

(2.1.4) - (2.1.5); )cos(cos   Ngm att  






sin

)cos(
sincoscoscoscos 232 

 RmRmN    (2.1.6) 

แทนค่า 


sincos
sin

1 2RmN       จากสมการ (2.1.2) ลงใน (2.1.6) 






 sin

)cos(
sincoscos)cos(cossincos

sin

1 2322 
 RmRmRm  

)]sinsincos(cossincossincoscossin[cos
sin

1 322 


 Rm  

]sinsincoscossincossincoscossin[cos
sin

1 22322 


 Rm  

]sinsincossin[cos
sin

1 232 


 Rm  
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]sin[coscos 222   Rm  

 cos2Rm  

เท่ากบัทางขวามือของสมการ (2.1.3) แสดงวา่สมการ(2.1.3) หาไดจ้ากผลรวมเชิงเส้นของสมการ (2.1.1) 

และ(2.1.2)  ก็คือสมการ (2.1.3) ไม่เป็นอิสระจากสมการ (2.1.1) และ(2.1.2) 

2.2) เลือกสมการ(1) และ(2)     จะแสดงวา่ สมการ(4) ไดม้าจากผลรวมเชิงเส้นของสมการ(1) และ(2)        

เขียนเลขสมการใหม่เป็น 

    22 coscos RmNgm att        (2.2.1)  

   sincossin 2RmN        (2.2.2) 

0)sin(sin   Ngm att       (2.2.3) 

(2.2.1) คูณดว้ย sin   ;  sincossincossin 22RmNgm att    (2.2.4) 

(2.2.2) คูณดว้ย 




sin

)sin(    ; 






 







sin

)sin(
sincos)sin( 2RmN   (2.2.5) 

(2.2.4) - (2.2.5); )sin(sin  Nmgatt  

 sincossincos 22RmN  






 







sin

)sin(
sincos2Rm   (2.2.6) 

ทางขวามือของสมการ (2.2.6) ควรเป็นศูนยจึ์งจะเป็นสมการ(2.2.3) 

แทนค่า  sinsincos2 NRm         จากสมการ(2.2.2)ลงใน(2.2.6) 

 sincossincos NN  






 







sin

)sin(
sinN  

 sincossincos NN  )sincoscos(sin  N   = 0  

เท่ากบัทางขวามือของสมการ (2.2.3) แสดงวา่สมการ(2.2.3) หาไดจ้ากผลรวมเชิงเส้นของสมการ (2.2.1) 

และ(2.2.2) ก็คือสมการ (2.2.3) ไม่เป็นอิสระจากสมการ (2.2.1) และ(2.2.2) 
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2.3) เลือกสมการ(2) และ(3)     จะแสดงวา่ สมการ(1) ไดม้าจากผลรวมเชิงเส้นของสมการ(2) และ(3)        

เขียนเลขสมการใหม่เป็น 

    sincossin 2RmN       (2.3.1)  

   cos)cos(cos 2RmNgm att      (2.3.2)  

    22 coscos RmNgm att       (2.2.3)  

(2.3.2) หารดว้ย ;cos    RmNgm att

2

cos

)cos(








    (2.3.4) 

(2.3.1) คูณดว้ย ;
sin

cos










sin

cos
sincoscos 2RmN     (2.3.5) 

(2.3.4) - (2.3.5) ;   cosNgm att RmN 2

cos

)cos(














sin

cos
sincos2Rm  

RmN 2)sinsincos(cos
cos

1










sin

cos
sincos2Rm  

}cossincossincos)sinsincos(cossin{
sincos

1 222 


RmRmN 

            (2.3.6) 

แทนค่า  sincossin 2RmN     จาก (2.3.1) ลงใน(2.3.6) 

)sinsincos(cossincos{
sincos

1 2 


 Rm

}cossincossincos 222  RmRm   




sinsincossincos{
sin

1 222 RmRm  }cossincossin 22  RmRm   




sinsin{
sin

1 22Rm }sin2  Rm  

 22 sin{ Rm }2Rm  22 cosRm  
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เท่ากบัทางขวามือของสมการ (2.3.3) แสดงวา่สมการ(2.3.3) หาไดจ้ากผลรวมเชิงเส้นของสมการ (2.3.1) 

และ(2.3.2) ก็คือสมการ (2.3.3) ไม่เป็นอิสระจากสมการ (2.3.1) และ(2.3.2) 

 การเลือกคู่สมการอ่ืนๆแลว้แสดงวา่สมการท่ีเหลือไดจ้ากผลรวมเชิงเส้นของคู่สมการน้ี  นกัศึกษา

ลองท าดูเอง   นกัศึกษาจะเห็นวา่แนวท่ีเราเขียนสมการไม่จ  าเป็นตอ้งเป็นแนวท่ีตั้งฉากกนั  แต่เป็นแนวใดก็

ได ้ ถา้แนวนั้นท าใหก้ารค านวณง่ายเราก็เลือกแนวนั้น   นอกจากน้ีจะเห็นวา่มีสองสมการเท่านั้นท่ีข่าวสาร

แตกต่างกนั  การเขียนสมการท่ีสามไม่มีประโยชน์เพราะข่าวสารจะไปซ ้ ากบัข่าวสารในสองสมการแรก  

หมายเหตุ   “ ถา้เราเลือกสมการมาสองสมการจากสองแนว  สมการจากแนวอ่ืนๆจะไดจ้ากผลรวมเชิงเส้น

ของสองสมการแรก ”  มาจากการท่ีคิดๆดูแลว้มนัน่าจะเป็นเช่นน้ี   

การค านวณในขอ้  2)  ไม่ใช่การพิสูจน์วา่ถา้เราเลือกสมการมาสองสมการ  สมการท่ีเหลือจะไดม้า

จากผลรวมเชิงเส้นของสองสมการแรก  ท่ีไม่ใช่การพิสูจน์เพราะแนวท่ีเราเขียนข้ึนมาเขียนเพียง 4 แนว จาก

จ านวนลา้นๆแนว  มนัจึงเป็นกรณีเฉพาะอนัหน่ึงเท่านั้น  ในโจทยข์อ้ 2) จึงใชค้  าวา่ “จงแสดงเป็นตวัอยา่งให้

เห็นวา่”   ไม่ใช่ “จงพิสูจน์วา่”    

ตัวอย่างที ่9.3.3.2  กล่องมวล m   ไถลลงมาตามพื้นเอียงฝืดท่ีท ามุม 030  กบัแนวระดบั ดงัรูป ต.ย.9.3.3.2ก 

ถา้สัมประสิทธ์ิระหวา่งกล่องและพื้นเอียงเท่ากบั k   

1)จงหาความเร่งของกล่องและขนาดของแรงท่ีพื้นเอียงกระท าต่อกล่อง 

2)จงแสดงเป็นตวัอยา่งใหเ้ห็นวา่  เม่ือเลือกสองแนวข้ึนมาแลว้   สมการจากแนวอ่ืนจะไม่เป็นอิสระกบั

สมการจากสองแนวท่ีเราเลือก 

วธีิท า   

 โจทยถ์ามวา่จงหาความเร่งของกล่อง แมไ้ม่ระบุใหช้ดัเจนวา่เป็นความเร่งอา้งอิงกบักรอบอา้งอิงใด  

แต่เป็นท่ีรู้กนัวา่อา้งอิงกบัผิวโลก  และเป็นท่ีรู้กนัวา่โจทยแ์บบน้ีเราถือไดว้า่ผิวโลกเป็นกรอบอา้งอิงเฉ่ือย  

นอกจากน้ีจะเห็นวา่โจทยจ์ะไม่ระบุวา่ผูส้ังเกตความเร่งจะอยูบ่นพื้นราบหรืออยูบ่นพื้นเอียง  เพราะต าแหน่ง

ของผูส้ังเกตท่ีอยูใ่นกรอบอา้งอิงไม่ส าคญั  ส าคญัท่ีตวักรอบอา้งอิงดงัไดก้ล่าวมาแลว้ในหวัขอ้ 9.1.4  เราถือ

วา่ไม่วา่จะอยูบ่นพื้นราบหรือพื้นเอียงก็อยูใ่นกรอบอา้งอิงผวิโลก 
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 ให ้ a  เป็นความเร่งของกล่อง(อา้งอิงกบัผวิโลก) ทิศของความเร่งจะลงมาตามพื้นเอียงดงัในรูป  

ต.ย.9.3.3.2ก 

 

ต่อไปเราจะหาแรงจริงท่ีกระท าต่อกล่อง  โดยเร่ิมจากหาแรงท่ีตอ้งสัมผสั  จากนั้นก็หาแรงท่ีไม่ตอ้งสัมผสั 

กล่องสัมผสักบัพื้นเอียง  พื้นเอียงออกแรงท าต่อกล่องได ้ แตกแรงท่ีพื้นเอียงกระท าต่อกล่องใหอ้ยู่

ในแนวตั้งฉากกนัเป็น   N   และ kf   นกัศึกษาพึงระลึกวา่การแตกแรง(แตกเวกเตอร์)ตอ้งแตกใหอ้ยูใ่น

แนวตั้งฉากกนั  ไม่เช่นนั้นมนัจะใชป้ระโยชน์ไม่ได ้(บางคนเขาใชค้  าพดูวา่ “การแตกเวกเตอร์ให้อยูใ่นแนว

ท่ีไม่ตั้งฉากกนั  ไม่มีความหมาย ”)    แรงท่ีพื้นเอียงกระท าต่อกล่องจะมีขนาดเป็น 22

kfN     โดย 

Nf kk   ถา้เรารู้ N  ก็เท่ากบัรู้แรงท่ีพื้นเอียงกระท าต่อกล่อง  ดงันั้นในตวัอยา่งน้ีจึงจะแสดงเพียงแค่การ

ค านวณหา  N  

กล่องแตะกบัอากาศ  แต่ในท่ีน้ีเราไม่คิดแรงตา้นจากอากาศและแรงลอยตวัเน่ืองจากกล่องจมอยูใ่น

อากาศเพราะถือวา่นอ้ยมาก 

แรงท่ีตอ้งสัมผสัหมดแลว้ ท่ีเหลือคือแรงท่ีไม่ตอ้งสัมผสั  ซ่ึงคือแรงดึงดูดของโลก mg  ทิศลงใน

แนวด่ิง 

จะเห็นวา่ทั้งแรงและความเร่งเราเขียนอยูใ่นระนาบของกระดาษ ดงัในรูป ต.ย. 9.3.3.2 ก.  ดงันั้นจะ

มีจ านวนสมการท่ีเป็นอิสระต่อกนัสองสมการเท่านั้น 

เราจะเลือกดูแนวส่ีแนว(จากนบัไม่ถว้นแนวท่ีสามารถดูได)้ คือแนวตามพื้นเอียง    แนวตั้งฉากกบั

พื้นเอียง  แนวระดบั และแนวด่ิง โดยรูป ต.ย. 9.3.3.2 ข. เป็นรูปช่วยในการเขียนสมการในแต่ละแนว 

kf  

รูป ต.ย.9.3.3.2ก 

030  

060  

060  
030  

a  

gm  N  030  ข. 
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สมการของทั้งส่ีแนวเป็นดงัต่อไปน้ี 

แนวตามพื้นเอียง ;  amNgm k  030sin       (1)  

แนวตั้งฉากกบัพื้นเอียง ;  030cos 0  Ngm       (2) 

แนวระดบั ;  000 30cos30cos30sin amNN k       (3)  

แนวด่ิง ;  000 30sin30sin30cos maNNgm k        (4) 

 ทั้งส่ีสมการน้ีมีตวัไม่รู้ค่า 2 ตวัคือ  N และ a    โดยหลกัการแลว้เราตอ้งการสมการ 2 สมการท่ีเป็น

อิสระต่อกนัก็จะสามารถหาตวัไม่รู้ค่าได ้ ถา้เราเลือกสองสมการจะเป็นสมการใดก็ได ้ สมการทั้งสองจะเป็น

อิสระต่อกนั  ท าใหเ้ราแกส้มการหา N และ a    ได ้   และถา้เราเลือกสองสมการข้ึนมาแลว้สมการท่ีเหลือ

จะหาไดจ้ากผลรวมเชิงเส้นของสองสมการน้ี 

ต่อไปจะเป็นการค านวณ   โดย 

1) จะหา  N และ a    จากสองสมการใดก็ได ้

2) จะแสดงตวัอยา่งวา่ถา้เราเลือกสมการมาสองสมการ  สมการท่ีเหลือจะไดม้าจากผลรวมเชิงเส้นของสอง

สมการท่ีเราเลือก 

1)     

1.1) โดยปกติแลว้เรามกัเลือกแนวตามพื้นเอียงและแนวตั้งฉากกบัพื้นเอียง  แนวทั้งสองจะใหส้มการท่ีเป็น

อิสระต่อกนั  คือ 

 amNgm k  030sin      (1) 

 030cos 0  Ngm       (2) 

 จากสองสมการน้ีเราสามารถแกส้มการหาค าตอบไดโ้ดยง่าย  โดยจากสมการ (2) จะได ้  

mgN
2

3
      และเม่ือน าไปแทนในสมการ(1) จะได ้  














 kga 

2

3

2

1  

1.2)  ถา้เราเลือกแนวระดบัและแนวด่ิง  แนวทั้งสองก็จะใหส้มการท่ีเป็นอิสระต่อกนั  คือ 
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ในแนวระดบั ;  000 30cos30cos30sin amNN k      (3)  

ในแนวด่ิง ;  000 30sin30sin30cos maNNgm k      (4) 

จากสมการทั้งสองเราสามารถแกส้มการหา N และ a  ได ้ เรามาดูรายละเอียดในการแกส้มการกนัสักหน่อย 

จากสมการ(3);  amNN k
2

3

2

3

2

1
       (5) 

จากสมการ(4)     maNNgm k
2

1

2

1

2

3
       (6) 

เพื่อจะก าจดั a    คูณสมการ (6) ดว้ย 3  

maNNgm k
2

3

2

3

2

3
3       (7) 

(5) – (7) ;   จะได ้ mgN
2

3
  เม่ือแทนใน (5) จะได ้














 kga 

2

3

2

1   เป็นค าตอบเดียวกบั

เม่ือใชส้มการ(1) และ(2)  แต่การท าคณิตศาสตร์ยุง่ยากกวา่การใชส้มการ(1) และ(2) เล็กนอ้ย  แต่ก็ยงัไม่

ยุง่ยากมาก 

 นกัศึกษาอาจลองเลือกคู่สมการอ่ืนดู เช่นแนวตามพื้นเอียงกบัแนวด่ิงก็จะไดค้  าตอบออกมาเช่นกนั 

คราวน้ีเรามาลองเลือกแนวท่ีไม่มีใครเขาเลือกกนั  คือแนว 40o กบัแนวระดบั  และแนว 70o กบัแนว

ระดบั  แนวทั้งสองก็ยงัคงใหส้มการท่ีเป็นอิสระต่อกนั  คือ 

แนว 40o กบัแนวระดบั   ;  00 10cos80cos10cos50cos amNNmg o

k

o     (8)  

แนว 70o กบัแนวระดบั   ;  00 40cos50cos40cos20cos amNNmg o

k

o    (9) 

สมการ(8) และ(9) เม่ือเรากดเคร่ืองคิดเลขหาค่า cos จะได ้

 )9848.0()1737.0()9848.0()6428.0( amNNmg k      (10) 

 )7660.0()6428.0()7660.0()9397.0( amNNmg k     (11) 

เพื่อท่ีจะก าจดั a   คูณสมการ(10) ดว้ย 
9848.0

7660.0  
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)7660(
9848.0

7660.0
)1737.0()7660.0(

9848.0

7660.0
)6428.0( amNNmg k 

















    

)7660()1351.0()7660.0()5000.0( amNNmg k       (12) 

(11)-(12);  0)5077.0()4397.0(  Nmg  

   mgN 8661.0       (13) 

เม่ือเทียบกบัค าตอบจาก 1.1 และ1.2 คือ mgmgN 8660.0
2

3
   จะเห็นวา่มนัแค่คลาดเคล่ือน

จากการปัดทศนิยม  จริงๆแลว้มนัคือค าตอบเดียวกนั 

แทน(13) ลงใน(11) 

)7660.0()6428.0)(8661.0()7660.0)(8661.0()9397.0( ammgmgmg k    

 kga 8661.05.0    

เม่ือเทียบกบัค าตอบจาก 1.1 และ1.2 คือ 













 kga 

2

3

2

1   จะเห็นวา่มนัแค่คลาดเคล่ือนจากการ

ปัดทศนิยม  จริงๆแลว้มนัคือค าตอบเดียวกนั 

นกัศึกษาจะเห็นวา่แนว 40o กบัแนวระดบั  และแนว 70o กบัแนวระดบั  แมเ้ราจะหา N และ a  ได ้ 

แต่เป็นแนวท่ีไม่เหมาะสม  เพราะคิดเลขยาก 

2) จะแสดงวา่ถา้เราเลือกสมการมาสองสมการ  สมการท่ีเหลือจะไดม้าจากผลรวมเชิงเส้นของสองสมการ

แรก 

 เราจะเลือกสมการ(1) และ(2)  มา  แลว้แสดงวา่สมการ(3) และ(4) หาไดจ้ากผลรวมเชิงเส้นของ

สมการ(1) และ(2)  

 ในแนวตามพื้นเอียง ;  amNgm k  030sin       (1)

 แนวตั้งฉากกบัพื้นเอียง ;  030cos 0  Ngm       (2) 

คูณสมการ(1) ดว้ย cos30o ; o

k

o amNgm 30cos30cos30cos30sin 00     (1a) 
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(2)+(1a); oo

k

o amNmgNgm 30cos30cos30cos30cos30sin 00    

แทนค่า Ngm
3

2
   จะได ้

oo

k

o amNNNN 30cos30cos
3

2
30cos30cos30sin

3

2 00 
















  

จะได ้  000 30cos30cos30sin amNN k   

เป็นสมการเดียวกบัสมการ(3) นัน่เอง  ก็คือสมการ(3) หาไดจ้ากผลรวมเชิงเส้นของสมการ(1) และ(2) 

ในท่ีน้ีเราจะแสดงแค่น้ี  ถา้นกัศึกษาอยากดูสมการอ่ืนก็สามารถลองท าเองได ้ เช่นอาจแสดงวา่

สมการ(1) หาไดจ้ากผลรวมเชิงเส้นของสมการ(2) และ(3)   หรือ (2) และ(4)   หรือ (3) และ(4)   เป็นตน้ 

ตัวอย่างที9่.3.3.3   มวล A , B และ C ขนาด 3 , 2 และ 1 กิโลกรัมตามล าดบั ผกูติดกนัดว้ยเชือกเบา x  และ 

y  เม่ือออกแรง P เท่ากบั 24 นิวตนั กระท าต่อมวล A ดงัรูป ต.ย.9.3.3.3 ก.  จงหาแรงตึงเชือกของเชือกเส้น 

x  และเส้น y  ถา้พื้นเป็นพื้นล่ืน 

 
วธีิท ำ  กรอบอำ้งอิงเฉ่ือยในขอ้น้ีเรำรู้วำ่ใชผ้วิโลกเป็นกรอบอำ้งอิงเฉ่ือยได ้ เหมือนตวัอยำ่งท่ี 9.3.3.2 
และเรำรู้วำ่มวลทุกกอ้นมีควำมเร่งเดียวกนัเพรำะโยงติดกนัดว้ยเชือก  ให ้ a  เป็นควำมเร่งของมวลเหล่ำน้ี
(อำ้งอิงกบัผิวโลก)  โดยทิศของควำมเร่งมีทิศไปทำงขวำ  
 
พิจารณามวล C     เราจะหาแรงจริงท่ีกระท าต่อ C    
 
 
 
 
 

NP 24    C      B        A 
x  y  

รูป ต.ย.9.3.3.3ก. 

C 
Tx 

1g NC 

ข. 
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จำกรูป ข. มวล C สัมผสักบัเชือก x และพื้น ดงันั้น 
แรงท่ีตอ้งสัมผสั   
  แรงตึงเชือก  xT ของเชือก x  ทิศไปทางขวา 
  แรง CN ท่ีพื้นกระท าต่อ C ทิศช้ีข้ึน 
แรงท่ีไม่ตอ้งสมัผสั  
 
  แรงดึงดูดของโลก 1g  ทิศช้ีลง 
ดูในแนวระดบั ;     aTx 1     (1) 
สมการ(1) เป็นสมการเชิงเส้นมีตวัไม่รู้ค่า 2 ตวั คือ xT และ a  จ ำนวนสมกำรจึงยงัไม่พอ 
ดูในแนวด่ิง ;   gNC 1     (2) 
สมการ(1) และ(2) เป็นสมการเชิงเส้น 2 สมการมีตวัไม่รู้ค่า 3 ตวั คือ xT , a  และ CN  จ  ำนวนสมกำรจึงยงั
ไม่พอ 
ถา้เราดูเพิ่มอีกแนว  ตวัอยา่งเช่นในแนว 30o กบัแนวระดบั จะไดว้า่  
  ooo

C

o

x agNT 30cos160cos160cos30cos   (2a) 
แต่ไม่มีประโยชน์ท่ีจะเขียนสมการน้ี   ข่าวสารในสมการน้ีไม่มีอะไรแปลกใหม่เพิ่มเติมจากสมการ (1) และ
(2)   เพื่อท่ีจะไดข้่าวสารใหม่ๆ  เราจะเปล่ียนวตัถุเป็นมวล B 
 
พิจารณามวล B     เราจะหาแรงจริงท่ีกระท าต่อ B    
 
 
 
 
 
 
 
จากรูป ค. มวล B  สัมผสัเชือก x  เชือก   y   และพื้น  ดงันั้น 
แรงท่ีตอ้งสัมผสั   
  แรงตึงเชือก  xT ของเชือก x  ทิศไปทางซา้ย 
  แรงตึงเชือก  yT ของเชือก y  ทิศไปทางขวา 
  แรง BN ท่ีพื้นกระท าต่อ B ทิศช้ีข้ึน 
แรงท่ีไม่ตอ้งสัมผสั  
  แรงดึงดูดของโลก 2g  ทิศช้ีลง 

B 

Ty 

2g NB 

ค. 

Tx
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ดูในแนวระดบั ;     aTT xy 2     (3) 
ขณะน้ีเรามีสมการท่ีเป็นอิสระต่อกนั 3 สมการ คือสมการ(1) (2) และ(3) มีตวัไม่รู้ค่า 4 ตวั คือ Cyx NTT ,,

และ a  จ ำนวนสมกำรจึงยงัไม่พอ 
ดูในแนวด่ิง ;   gNB 2     (4) 
สมการ(1) (2) (3) และ(4)  เป็นสมการเชิงเส้น 4 สมการมีตวัไม่รู้ค่า 5 ตวั คือ BCyx NNTT ,,, และ a

จ ำนวนสมกำรจึงยงัไม่พอ 
ถา้เราดูเพิ่มอีกแนว  ตวัอยา่งเช่นในแนว 45o กบัแนวระดบั จะไดว้า่  
  ooo

B

o

x

o

y agNTT 45cos245cos245cos45cos45cos   (4a) 
แต่ไม่มีประโยชน์ท่ีจะเขียนสมการน้ี   ข่าวสารในสมการน้ีไม่มีอะไรแปลกใหม่เพิ่มเติมจากสมการ (3) และ
(4)   เพื่อท่ีจะไดข้่าวสารใหม่ๆ  เราจะเปล่ียนวตัถุเป็นมวล A 
 
พิจำรณำมวล A     เราจะหาแรงจริงท่ีกระท าต่อ A 
 
 
 
 
 
 
 
 
จากรูป ง. มวล A  สัมผสัเชือก   y  แรง P และพื้น  ดงันั้น 
 
แรงท่ีตอ้งสัมผสั   
  แรงตึงเชือก  yT ของเชือก y  ทิศไปทางซา้ย 
  แรง P  ทิศไปทางขวา 
  แรง AN ท่ีพื้นกระท าต่อ A ทิศช้ีข้ึน 
แรงท่ีไม่ตอ้งสัมผสั  
 
  แรงดึงดูดของโลก 3g  ทิศช้ีลง 
 
ดูในแนวระดบั ;     aTy 324      (5) 

A 
P=24N 

3g 
NA 

ง. 

Ty
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ขณะน้ีเรามีสมการท่ีเป็นอิสระต่อกนั 5 สมการ คือสมการ(1) (2) (3) (4) และ(5)  มีตวัไม่รู้ค่า 5 ตวั คือ 

BCyx NNTT ,,, และ a  จ  ำนวนสมกำรพอแลว้  แกส้มกำรออกมำจะได ้ 
 
 xT  = 4    นิวตนั    ตอบ 
 yT  = 12    นิวตนั   ตอบ 
 
 
 

------------------------------------------------- 
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เร่ืองเล่าจากครูฟิสิกส์แก่ๆ  ตอนที ่9.4 กฎการเคลือ่นทีข้่อทีส่องกรณรีะบบอนุภาคและวตัถุแข็งเกร็ง 

ผศ.ดร.ธีระพนัธ์ุ  สันติเทวกุล 

มกราคม 2565 

 ในตอนท่ี 9.3 เราสนใจเฉพาะปัญหาท่ีไม่ตอ้งค านึงถึงรูปร่างของวตัถุเพราะทุกต าแหน่งของวตัถุ

เคล่ือนท่ีดว้ยความเร่งเดียวกนัจึงพิจารณาวตัถุเป็นอนุภาคได ้ ในตอนท่ี 9.4 น้ีนกัศึกษาจะเห็นวา่ถา้ท่ี

ต าแหน่งต่างๆในวตัถุมีความเร่งแตกต่างกนัเราจะใชค้วามเร่งท่ีจุดไหนเป็นตวัแทน  นอกจากน้ีนกัศึกษายงั

อาจใชต้อนท่ี 9.4 ตรวจสอบค าตอบของแบบฝึกหดัหรือขอ้สอบเพื่อลดขอ้ผิดพลาดท่ีอาจเกิดข้ึน  โดยใน

ตอนท่ี 9.4 น้ีจะไม่กล่าวมากนกัในเร่ืองความเป็นอิสระเชิงเส้นของสมการ  การเลือกแนวในการเขียนสมการ

ก็จะเลือกแนวท่ีเขียนสมการไดง่้ายๆ 

9.4.1 ระบบทางกลศาสตร์ 

 ระบบในทางกลศาสตร์อาจแบ่งออกเป็น 3 ชนิดคือ ก)อนุภาค  ข) ระบบอนุภาค ค) วตัถุแขง็เกร็ง  

เราจะมาดูแต่ละชนิดวา่เป็นอยา่งไร 

9.4.1.1 อนุภาค 

 นิยามของอนุภาคคือวตัถุท่ีมีความกวา้ง ความยาว ความสูงนอ้ยมาก  คือเป็นจุด  แต่มีมวล   

เน่ืองจากมีสมาชิกแค่ตวัเดียว(อนุภาคตวัเดียว)จึงไม่มีแรงภายในระบบ  มีแต่แรงภายนอกระบบ  เราได้

กล่าวถึงกฎการเคล่ือนท่ีขอ้ท่ีสองกรณีอนุภาคมาแลว้ในหวัขอ้ 9.3 

9.4.1.2 ระบบอนุภาค  

ระบบอนุภาค  คือระบบท่ีสมาชิกของระบบประกอบดว้ยอนุภาคหลายตวัอยูห่่างกนั  จึงมีทั้งแรง

ภายในระบบซ่ึงเป็นแรงท่ีสมาชิกท าต่อกนั  และแรงภายนอกระบบซ่ึงผูอ้อกแรงไม่ใช่สมาชิกของระบบ  

9.4.1.3 วตัถุแข็งเกร็ง  

คือระบบอนุภาคชนิดหน่ึงท่ีสมาชิกเรียงชิดติดกนัอยา่งต่อเน่ือง  ไม่ไดอ้ยูห่่างๆกนั  โดยเม่ือถูกแรง

กระท ารูปร่างของวตัถุไม่เปล่ียนเราจึงเรียกมนัวา่วตัถุแขง็เกร็ง 
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9.4.2 จุดศูนย์กลางมวล (center  of  mass) 

จุดศูนยก์ลางมวลมกัถูกใชบ้รรยายการเคล่ือนท่ีของระบบอนุภาคและวตัถุแขง็เกร็ง  มนัไม่ใช่เป็น

เพยีงแค่จุดท่ีคลา้ยกบัวา่มวลทั้งหมดของระบบไปอดัอยู ่ แต่มนัมีอะไรท่ีมากกวา่นั้น ตวัอยา่งเช่นปัญหาท่ี

ค่อนขา้งซบัซอ้นของการชนกนัของวตัถุ กรอบอา้งอิงท่ีติดไปกบัจุดศูนยก์ลางมวลเป็นกรอบอา้งอิงท่ีเหมาะ

ในการใชแ้กปั้ญหา   หรือในกรณีการหมุน  จุดอา้งอิงท่ีท าใหส้มการ 
dt

Ld



     หรือสมการ  I   เป็น

จริงเสมอคือจุดศูนยก์ลางมวล  อยา่งไรก็ตามในตอนท่ี 9.4 น้ี  เราจะใชจุ้ดศูนยก์ลางมวลเพียงแค่เป็นจุดท่ี

คลา้ยกบัวา่มวลทั้งหมดของระบบไปอดัอยู ่ 

เพื่อใหเ้ขา้ใจง่ายเราจะเร่ิมดว้ยการใชร้ะบบอนุภาคเป็นตวัอยา่งในการหาจุดศูนยก์ลางมวล  เพราะ

ระบบอนุภาคสมาชิกอยูห่่างกนัการรวมจึงเป็นการรวมแบบ “บวก” ( sum)   เม่ือจะหาจุดศูนยก์ลางมวลของ

วตัถุแขง็เกร็งก็เพียงแต่เปล่ียนการรวมแบบบวกไปเป็นการรวมแบบอินทิเกรต (integrate) เพราะสมาชิก

(ส่วนยอ่ย)ของวตัถุแขง็เกร็งอยูเ่รียงชิดติดกนัอยา่งต่อเน่ือง 

สมมติมีระบบอนุภาคซ่ึงมีอนุภาคตั้งแต่ 2 ตวัข้ึนไป 

 ให ้  ,..., 21 mm    คือมวลของอนุภาคตวัท่ี 1 ตวัท่ี 2 ... 

  ,..., 21 rr
 คือเวกเตอร์ต าแหน่งของอนุภาคตวัท่ี 1 ตวัท่ี 2 ... 

โดยจุดก าเนิดของเวกเตอร์ต าแหน่ง ,..., 21 rr
   เป็นจุดก าเนิดเดียวกนั  เราจะเลือกจุดใดก็ไดเ้ป็นจุด

ก าเนิด 

จุดศูนยก์ลางมวล (CM) ของระบบอนุภาคเป็นจุดซ่ึงเวกเตอร์ต าแหน่งนิยามดว้ย   

...

...

21

2211






mm

rmrm
r MC


       (9.4.2.1) 

 ถา้เราเขียนให้อยูใ่นองคป์ระกอบของพิกดัฉากก็จะไดว้า่ 

  
...

...

21

2211






mm

xmxm
x MC      (9.4.2.1a) 

  
...

...

21

2211






mm

ymym
y MC      (9.4.2.1b) 
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...

...

21

2211






mm

zmzm
z MC      (9.4.2.1c) 

จากสมการ (9.4.2.1) ถา้หาอนุพนัธ์เทียบกบัเวลาหน่ึงและสองคร้ังก็จะไดค้วามเร็วและความเร่งของจุด

ศูนยก์ลางมวล  คือ 

  
...

...

21

2211






mm

vmvm
v

dt

rd
MC

CM





    (9.4.2.2) 

  
...

...

21

2211






mm

amam
a

dt

vd
MC

CM





    (9.4.2.3) 

 เม่ือ  ,..., 21 vv
 คือความเร็วของอนุภาคตวัท่ี 1, ตวัท่ี 2 ,... 

  ,..., 21 aa
 คือความเร่งของอนุภาคตวัท่ี 1 , ตวัท่ี 2 ,... 

จากสมการ (9.4.2.2) จะไดว้า่ 

 CMvmmvmvm


...)(... 212211       (9.4.2.2 a) 

คือโมเมนตมัทั้งหมดของระบบคิดไดค้ลา้ยกบัวา่มวลทั้งหมดของระบบไปอดัอยูท่ี่จุดศูนยก์ลางมวล 

จากสมการ (9.4.2.3) จะไดว้า่ 

 CMammamam


...)(... 212211       (9.4.2.3 a) 

คือผลบวก(บวกแบบเวกเตอร์)ของมวลคูณดว้ยความเร่งของสมาชิกทั้งหมดของระบบคิดไดค้ลา้ยกบัวา่มวล

ทั้งหมดของระบบไปอดัอยูท่ี่จุดศูนยก์ลางมวล 

ในกรณีของวตัถุแขง็เกร็ง  เรามองวา่วตัถุแขง็เกร็งประกอบดว้ยมวลช้ินเล็กๆ dm เรียงชิดติดกนั

อยา่งต่อเน่ือง  ใหเ้วกเตอร์ต าแหน่งของ dm  เป็น r   ความเร็วเป็น v  และความเร่งเป็น a   ดงันั้น เม่ือ

เปล่ียนการรวมในสมการ  (9.4.2.1) (9.4.2.2) และ (9.4.2.3)เป็นการรวมแบบอินทิเกรต  จะไดว้า่  

จุดศูนยก์ลางมวลของวตัถุแข็งเกร็ง   ; 





dm

dmr
r MC


     (9.4.2.4) 

    





dm

dmv
v MC


      (9.4.2.5) 
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dm

dma
a MC


      (9.4.2.6) 

 

 ตวัอยา่งท่ี 9.4.2.1 จะเป็นตวัอยา่งง่ายๆในการค านวณต าแหน่ง  ความเร็ว และความเร่ง  ของจุด

ศูนยก์ลางมวลของระบบอนุภาค 

ตัวอย่างที ่9.4.2.1  อนุภาค 2 ตวั  ตวัแรกมวล 2 กิโลกรัมและตวัท่ีสองมวล  4   กิโลกรัม เคล่ือนท่ีในแนว

เส้นตรงเดียวกนั  ณ เวลาหน่ึงอยูห่่างกนั 3 เมตร  ดงัรูป ต.ย.9.4.2.1 อนุภาคตวัแรกเคล่ือนเร็วข้ึนเร่ือยๆไป

ทางซา้ยดว้ยความเร็ว 4 เมตรต่อวินาที  และดว้ยอตัราเร่ง 2 เมตรต่อวนิาที2  อนุภาคตวัท่ีสองเคล่ือนชา้ลง

เร่ือยๆไปทางขวาดว้ยความเร็ว  8  เมตรต่อวนิาที  และดว้ยอตัราเร่ง 1 เมตรต่อวินาที2   

ณ เวลาท่ีอนุภาคทั้งสองอยูห่่างกนั 3 เมตร   

ก)จงหาต าแหน่งของจุดศูนยก์ลางมวล(CM) ของระบบท่ีประกอบดว้ยอนุภาคทั้งสองน้ี 

ข) จงหาความเร็วของ CM   ค) จงหาความเร่งของ CM   

วธีิท า  เราสร้างพิกดัฉากใหจุ้ดก าเนิดและอนุภาคทั้งสองอยูใ่นระนาบ  yx  เพื่อไม่ตอ้งค านวณหา z

(เพราะ 0z ) ใหจุ้ดก าเนิดอยูต่รงไหนก็ไดใ้นระนาบ  yx  แมเ้วกเตอร์ต าแหน่งของ CM อาจแตกต่างกนั

เพราะเวกเตอร์ต าแหน่งข้ึนกบัจุดก าเนิด   แต่ต าแหน่งของ CM จะเป็นต าแหน่งเดียวกนั  ในรูป ต.ย.9.4.2.1 

เราใหจุ้ดก าเนิดและพิกดัฉาก yx อยูใ่นลกัษณะท่ีท าใหอ้นุภาคตวัแรกมีพิกดั (1,2) เมตร  อนุภาคตวัท่ีสองมี

พิกดั (4,2) เมตร   

 

x  

y  

sm /4  sm /8  

O  

(1,2) (4,2) 

รูป ต.ย.9.4.2.1 
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ก) จากสมการ(9.4.2.1a)  และ (9.4.2.1b)   จะได ้

            

 3
)4()2(

)4)(4()1)(2(







kgkg

mkgmkg
xCM    เมตร      2

)4()2(

)2)(4()2)(2(







kgkg

mkgmkg
yCM  เมตร 

 jirCM
ˆ2ˆ3 

    เมตร 

 คือต าแหน่งของ CM อยูบ่นแนวเส้นตรงท่ีเช่ือมมวลทั้งสอง  โดยห่างจากมวล 2 kg  2 เมตร  และ

ห่างจากมวล 4 kg  1 เมตร  ไม่วา่จุดก าเนิดของพิกดัฉากจะอยูท่ี่ใด  ต าแหน่งของ CM จะอยูท่ี่เดียวกนั  

ตวัอยา่งเช่นถา้ใหจุ้ดก าเนิดทบักบัมวล 2 กิโลกรัม จะได ้ 2
)4()2(

)3)(4()0)(2(







kgkg

mkgmkg
xCM เมตร  

และ 0
)4()2(

)0)(4()0)(2(







kgkg

mkgmkg
yCM  เมตร  ซ่ึง CM เป็นจุดเดิมนัน่เอง 

ข)  มวล 2kg มีความเร็ว  smi /ˆ4     มวล 4kg มีความเร็ว  smi /ˆ8    

จากสมการ (9.4.2.2); smi
kgkg

smikgsmikg
vCM /ˆ4

)4()2(

)/ˆ8)(4()/ˆ4)(2(







  

คือจุดศูนยก์ลางมวลเคล่ือนท่ีไปทางขวาดว้ยความเร็ว  4  เมตรต่อวินาที 

ค) เรารู้วา่ความเร่ง  a =   
t

v

t 







0
lim   อนุภาคตวัแรกเคล่ือนท่ีไปทางซา้ยและเร็วข้ึนเร่ือยๆ   คือ if vvv


  

มีทิศไปทางซา้ย  ทิศของความเร่งจึงช้ีไปทางซา้ย    ดงันั้นความเร่งของอนุภาคตวัแรก  2/ˆ2 smi     

(นกัศึกษาพึงระลึกวา่ความเร่งติดลบไม่ไดห้มายความวา่มนัชา้ลง  แต่เคร่ืองหมายลบเป็นการบอกทิศเท่านั้น) 

อนุภาคตวัท่ีสองเคล่ือนเคล่ือนท่ีไปทางขวาและชา้ลงเร่ือยๆ  คือ if vvv


  มีทิศไปทางซา้ย  ทิศของ

ความเร่งจึงช้ีไปทางซา้ย  ดงันั้นความเร่งของอนุภาคตวัท่ีสอง  2/ˆ1 smi     

  จากสมการ (9.4.2.3); 2
22

/ˆ33.1
)4()2(

)/ˆ1)(4()/ˆ2)(2(
smi

kgkg

smikgsmikg
aCM 






  

คือความเร่งของจุดศูนยก์ลางมวลมีทิศช้ีไปทางซา้ย   โดยมีขนาด 1.33 เมตรต่อวินาที2 
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ตัวอย่างที ่9.4.2.2    จงหาต าแหน่งของจุดศูนยก์ลางมวลของคานสม ่าเสมอยาว  L   เมตร 

วธีิท า    อนัท่ีจริงนกัศึกษารู้มานานแลว้วา่จุดศูนยก์ลางมวลของคานสม ่าเสมออยูท่ี่ก่ึงกลางคาน  อยา่งไรก็

ตามในท่ีน้ีจะค านวณใหดู้วา่ท าไมมนัจึงอยูก่ึ่งกลางคาน   

เน่ืองจากคานสม ่าเสมอเราจึงไม่ตอ้งสนใจพื้นท่ีหนา้ตดัของคาน  สนใจแต่ความยาว  สมมติใหค้าน

มีมวล M  กิโลกรัม 

สร้างพิกดัฉากโดยใหค้านอยูใ่นแนวแกน x   ปลายดา้นซา้ยของคานอยูท่ี่จุดก าเนิด  ดงัรูป ต.ย.

9.4.2.2  

 

ความหนาแน่น(เชิงความยาว)ของคานคือ  
L

M    กิโลกรัมต่อเมตร 

จากสมการ (9.4.2.4)  เม่ือดูแนวแกน x   จะไดว้า่ 






dm

dmx
x MC       (1) 

ในสมการ(1) น้ี  dm (กิโลกรัม)  คือมวลของส่วยยอ่ยของคาน   ส่วน x   (เมตร) คือระยะทางตามแนวแกน 

x   ของ dm  

ในรูป ต.ย.9.4.2.2 จินตนาการดูจะเห็นวา่คานประกอบไปดว้ยส่วนยอ่ยยาว xd   เมตรเรียงชิดติดกนั 

เตม็ไปหมด  โดยส่วนยอ่ยเหล่าน้ีอยูห่่างจากจุดก าเนิดเป็นระยะทาง x   (เมตร)    มวลของส่วนยอ่ย

เหล่าน้ีคือ dm    ในรูป ต.ย.9.4.2.2  เขียนส่วนยอ่ยเป็นตวัอยา่งใหดู้ 2 ช้ินจากจ านวนนบัไม่ถว้นช้ิน 

xd  xd  

x  

y  

O  L  

รูป ต.ย.9.4.2.2 
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จะเห็นวา่   xd
L

M
dm     กิโลกรัม 

แทนในสมการ(1) จะได ้   





L

L

MC

xd
L

M

xd
L

M
x

x

0

0   เมตร  (2) 

 ในสมการ(2) น้ี เราอินทิเกรตเทียบกบั x    ปริมาณใดก็ตามถา้เม่ือ x   เปล่ียนแลว้ปริมาณนั้นไม่

เปล่ียน  ถือวา่ปริมาณนั้นเป็นค่าคงท่ี  เราดึงออกนอกเคร่ืองหมายอินทิเกรตได ้

 ทั้ง M   และ L  นั้น เม่ือ x    เปล่ียน  แต่ M   และ L   ไม่เปล่ียน  จึงดึงออกนอกเคร่ืองหมาย

อินทิเกรตได ้ดงันั้น 

   





L

L

MC

xd
L

M

xdx
L

M

x

0

0    

   
L

L

xd

xdx
x

L

L

MC

2/2

0

0 



     (3) 

   
2

L
x MC      เมตร 

คือจุดศูนยก์ลางมวลอยูท่ี่ก่ึงกลางคานดงัท่ีเรารู้มาก่อนหนา้แลว้นัน่เอง 

ในท านองเดียวกนัเราสามารถค านวณไดว้า่จุดศูนยก์ลางมวลของทรงกระบอกสม ่าเสมออยูท่ี่กลาง

ทรงกระบอก   และจุดศูนยก์ลางมวลของทรงกลมสม ่าเสมออยูท่ี่กลางทรงกลม   แต่การค านวณจะซบัซอ้น

กวา่น้ี   

9.4.3 กฎการเคลือ่นทีข้่อทีส่องกรณีระบบอนุภาคและวตัถุแข็งเกร็ง 

 เพื่อความชดัเจนจะใชร้ะบบท่ีประกอบดว้ยอนุภาค 3 ตวั  เป็นตวัอยา่งในการพิจารณา   

 พิจารณาระบบท่ีประกอบดว้ย มวล  21,mm  และ 3m   ซ่ึงมีเวกเตอร์ต าแหน่ง 1r
 ,  2r

   และ 3r
   

ตามล าดบั 
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 ให้ extext FF 21 ,


   และ extF3


 เป็นแรงภายนอกระบบ(external forces)ท่ีกระท าต่อมวล 21,mm  และ 

3m   ตามล าดบั 

      12F


 และ 13F


  เป็นแรงภายในระบบท่ีมวล 2m และ 3m กระท าต่อ 1m  

      21F


 และ 23F


  เป็นแรงภายในระบบท่ีมวล 1m และ 3m กระท าต่อ 2m  

      31F


 และ 32F


  เป็นแรงภายในระบบท่ีมวล 1m และ 2m กระท าต่อ 3m  

ดงัรูป 9.4.3.1                 

 

 

   1extF                                                              23F  

                            12F                                           32F              3extF  

                           13F                            31F  

                                                                                   

                                                                           

                                            

พิจารณามวล 1m  ;  112

1

2

113121 rm
dt

rd
mFFF ext




    (9.4.3.1) 

พิจารณามวล 2m  ;  2223212 rmFFF ext



     (9.4.3.2) 

พิจารณามวล 3m  ;  3332313 rmFFF ext



     (9.4.3.3) 

น า  (9.4.3.1) + (9.4.3.2) + (9.4.3.3)  จะได ้

 13121 FFF ext


 23212 FFF ext


 33221132313 rmrmrmFFF ext




  

 แต่  2112 FF


  , 3113 FF


  และ 3223 FF


  

2 2extF  

3 

1 

21F  

O 

รูป9.4.3.1 

3r


 

2r


 

1r
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เพราะเป็นคู่กิริยา-ปฏิกิริยา  

ดงันั้น   extF1


extF2


 3322113 rmrmrmF ext




   (9.4.3.4) 

จากสมการ (9.4.2.3) ;   332211332211321 )( rmrmrmamamamammm CM


  

สมการ(9.4.3.4) จะเป็น extF1


extF2


 CMext ammmF


)( 3213   

แต่ 321 mmm  คือมวลของระบบทั้งหมด  เราใหเ้ป็น M  

ดงันั้น     extF1


extF2


 CMext aMF


 3      

กรณีระบบอนุภาคท่ีมีอนุภาคมากกวา่ 3 ตวั  ก็จะไดใ้นท านองเดียวกนั  วา่ 

   extF


 CMaM


      (9.4.3.5) * 

 กล่าวคือ  แรงลพัธ์ของแรงภายนอกระบบ  เท่ากบัมวลทั้งหมดของระบบคูณดว้ยความเร่งของจุด

ศูนยก์ลางมวล  

 ในกรณีวตัถุแขง็เกร็ง  สมการ (9.4.3.5)  ยงัคงเป็นจริง  เพราะวตัถุแขง็เกร็งคือระบบอนุภาคท่ี

สมาชิกของระบบอยูเ่รียงชิดติดกนัอยา่งต่อเน่ือง 

 สมการ (9.4.3.5) คือ กฎการเคล่ือนท่ีขอ้ท่ี 2 ของนิวตนั ในกรณีของระบบอนุภาคและวตัถุแขง็เกร็ง

นัน่เอง  ขอ้ควรระลึกก็คลา้ยๆกบักรณีอนุภาค  คือแรงตอ้งเป็นแรงจริงและความเร่งตอ้งอา้งอิงกบักรอบ

อา้งอิงเฉ่ือย  

 นกัศึกษาจะเห็นวา่รูปสมการ (9.4.3.5)  คลา้ย ๆ กบัสมการ(9.3)   amF

กฎการเคล่ือนท่ีขอ้ท่ี

สองในกรณีของอนุภาคตวัเดียว ในทางปฏิบติัมกัใชส้มการ (9.4.3.5) ในลกัษณะขององคป์ระกอบของแรง

ลพัธ์และองคป์ระกอบของความเร่งของจุดศูนยก์ลางมวลในแนวท่ีเหมาะสม  คลา้ยๆกบักรณีอนุภาคตวัเดียว  

นอกจากน้ีความเป็นอิสระเชิงเส้นก็จะคลา้ยๆกนัคือ  ส าหรับระบบๆหน่ึงเราสามารถเขียนสมการท่ีเป็น

อิสระเชิงเส้นไดไ้ม่เกิน 3 สมการ 
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ตัวอย่างที9่.4.3.1   เราจะใชต้วัอยา่งท่ี 9.3.3.3 ในหวัขอ้ 9.3.3 มาเป็นตวัอยา่งอีก        
 
   มวล A , B และ C ขนาด 3 , 2 และ 1 กิโลกรัมตามล าดบั ผกูติดกนัดว้ยเชือกเบา x  และ y  เม่ือออกแรง 

P = 24 นิวตนั  กระท าต่อมวล A ดงัรูป ต.ย.9.4.3.1 ก.  จงหาแรงตึงเชือก x  และ y  ถา้พื้นเป็นพื้นล่ืน 

 
 
วธีิท า   ใชผ้วิโลกเป็นกรอบอา้งอิงเฉ่ือย 
ต าแหน่งของศูนยก์ลางมวลอยูไ่หนไม่ส าคญั เน่ืองจากมวลทุกกอ้นมีความเร่ง  a  ทิศไปทางขวา   
ความเร่งของศูนยก์ลางมวล    CMa   จึงเท่ากบั a  ทิศไปทางขวาเช่นกนั  
ขั้นแรก เลือกกล่อง A,B,C        x          y   รวมกนัเป็นระบบ    
แรงท่ีเชือก x  กระท าต่อ C    แรงท่ี C  กระท าต่อ      x    เป็นแรงภายในระบบ 
แรงท่ีเชือก x  กระท าต่อ B    แรงท่ี B  กระท าต่อ      x    เป็นแรงภายในระบบ 
แรงท่ีเชือก y  กระท าต่อ B    แรงท่ี B  กระท าต่อ      y    เป็นแรงภายในระบบ 
แรงท่ีเชือก y  กระท าต่อ A    แรงท่ี A  กระท าต่อ      y    เป็นแรงภายในระบบ 
 
แรงภายนอกระบบแบบท่ีตอ้งสัมผสั    ระบบสัมผสักบัพื้นและแรง P 
พื้นออกแรง  BA NN  CN   ในแนวด่ิงทิศช้ีข้ึน กระท าต่อระบบ  (ท าต่อกล่อง A,B และ C) 
แรง P  ออกแรง 24 นิวตนั ในแนวระดบัทิศไปทางขวากระท าต่อระบบ   (ท าต่อกล่อง A) 
แรงภายนอกระบบแบบท่ีไม่ตอ้งสัมผสั 
แรงดึงดูดของโลก 3g+2g+1g = 6g ทิศช้ีลง 
 
ดูในแนวระดบั   แรงภายนอกระบบมีแรงเดียวคือ P 
    akgkgkgN )123(24   
เป็นสมการท่ีมีตวัไม่รู้ค่าเพียงตวัเดียวคือ a    
จะได ้ 2/4 sma    ทิศไปทางขวา 
ในแนวอ่ืนๆเช่นในแนวด่ิง  เราจะไม่สนใจเพราะโจทยไ์ม่ไดถ้าม 

NP 24    C      B 

       A x  y  

รูป ต.ย.9.4.3.1ก. 
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ขั้นท่ีสอง  จะเลือกกล่อง A  เป็นระบบ   (เลือกอยา่งอ่ืนก็ได ้เช่นเลือก B,C และเชือก x รวมกนัเป็นระบบ) 
แรงภายนอกระบบแบบท่ีตอ้งสัมผสั    ระบบสัมผสักบัพื้น แรง P และเชือก y  
พื้นออกแรง AN  ในแนวด่ิงทิศช้ีข้ึน  กระท าต่อระบบ   
แรง P  ออกแรง 24 นิวตนั ในแนวระดบัทิศไปทางขวากระท าต่อระบบ    
เชือก y ออกแรง  yT ในแนวระดบัทิศไปทางซา้ยกระท าต่อระบบ    
แรงภายนอกระบบแบบท่ีไม่ตอ้งสัมผสั 
แรงดึงดูดของโลก 3g  ทิศช้ีลง 
ดูในแนวระดบั  เน่ืองจาก 2/4 sma   ทิศไปทางขวา 
  จะได ้  )/4()3(24 2smkgTN y   
เป็นสมการท่ีมีตวัไม่รู้ค่าเพียงตวัเดียวคือ yT    
จะได ้ 12yT  นิวตนั 
ขั้นท่ีสาม  จะเลือกกล่อง C  เป็นระบบ   (เลือกอยา่งอ่ืนก็ได)้ 
แรงภายนอกระบบแบบท่ีตอ้งสัมผสั    ระบบสัมผสักบัพื้น และเชือก x  
พื้นออกแรง CN  ในแนวด่ิงทิศช้ีข้ึน  กระท าต่อระบบ   
เชือก x ออกแรง xT  ในแนวระดบัทิศไปทางขวากระท าต่อระบบ    
แรงภายนอกระบบแบบท่ีไม่ตอ้งสัมผสั 
แรงดึงดูดของโลก 1g  ทิศช้ีลง 
 
ดูในแนวระดบั  เน่ืองจาก 2/4 sma   ทิศไปทางขวา 
 
  จะได ้   )/4()1( 2smkgTx   
  4xT  นิวตนั 
 
ค าตอบจะเหมือนกบัค าตอบในตวัอยา่งท่ี 9.3.3.3 ในหวัขอ้ 9.3.3   
หมายเหตุ    ในแนวระดบั 
ถา้เราดู C  เป็นระบบจะได ้ aTx 1      (1) 
ถา้ดู B  เป็นระบบจะได ้  aTT xy 2      (2) 
ถา้ดู A  เป็นระบบจะได ้  aTy 324       (3) 
ถา้ดู A,B,C        x         y  รวมกนัเป็นระบบ   จะได ้ a)123(24   (4) 
สมการ(1) มีข่าวสารการเคล่ือนท่ีของ C    ในแนวระดบั 
สมการ(2) มีข่าวสารการเคล่ือนท่ีของ B ในแนวระดบั 
สมการ(3) มีข่าวสารการเคล่ือนท่ีของ A ในแนวระดบั 
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สมการ(4) มีข่าวสารการเคล่ือนท่ีของ A และ B และ C   ในแนวระดบั  นกัศึกษาจะเห็นวา่ สมการ   
(4)=(1)+(2)+(3) 
 ในการหาความเร่ง a   นั้น   
วธีิแรก  เราอาจใชส้มการ (1) และ (2)  และ(3)  หาความเร่ง a  
วธีิท่ีสอง เราอาจใชส้มการ (4) สมการเดียว  หาความเร่ง a  
 เราหาความเร่ง a  จากทั้งสองวธีิได ้ เพราะแต่ละวธีิมีข่าวสารการเคล่ือนท่ีในแนวระดบัของทั้ง A  
และ B  และ  C  ครบ 
 เป็นไปไม่ไดท่ี้เราจะมีข่าวสารการเคล่ือนท่ีเพียงแค่ของ A  และ B  โดยไม่มีของ C  แต่หาความเร่ง 
a ได ้
 หรือเป็นไปไม่ไดท่ี้เราจะมีข่าวสารการเคล่ือนท่ีเพียงแค่ของ B  และ C โดยไม่มีของ A แต่หา
ความเร่ง a ได ้  
 สมมติในโจทยบ์างขอ้มีอุปกรณ์บางอยา่งหมุน  ตวัอยา่งเช่นมีรอกท่ีไม่ใช่รอกเบา  ผิวของรอกท่ี
สัมผสักบัเชือกเป็นผวิฝืด  รอกเป็นรอกท่ีหมุนไดค้ล่อง  นอกจากข่าวสารของการเคล่ือนท่ีแบบเล่ือนท่ีแลว้
เรายงัตอ้งมีข่าวสารของการหมุนของรอกดว้ยจึงจะแกปั้ญหาได ้  สมการท่ีน าข่าวสารของการหมุนมกัเป็น
สมการ  I  ดงัท่ีนกัศึกษาจะเห็นในตวัอยา่งท่ี 9.4.3.2 
 
ตัวอย่างที9่.4.3.2  เชือกเบาผกูติดมวล 1   และ 2  กิโลรัม  คลอ้งผา่นรอกท่ีหมุนไดค้ล่องมวล 3 กิโลกรัม  

โดยกา้นรอกยดึติดกบัเพดาน  ดงัรูป ต.ย.9.4.3.2ก จงหาแรงท่ีเพดานท าต่อกา้นรอก  ถา้ 

ก) ผวิรอกล่ืน   ข) ผวิรอกฝืด 

(ก าหนดให ้โมเมนตค์วามเฉ่ือยของรอก   2

2

1
mRICM  ) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

2kg 

1kg 

รูป ต.ย.9.4.3.2 

เพดาน 

กา้นรอก 
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วธีิท า    นกัศึกษาควรรู้วา่เชือกเบาท่ีเป็นเชือกเส้นเดียวกนั  และไม่พาดผา่นผวิฝืด   แรงตึงเชือกจะเท่ากนั

ตลอดทั้งเส้น  

ก) ผวิรอกล่ืน   คือเชือกพาดผา่นผวิล่ืน  แรงตึงเชือกเท่ากนัทั้งเส้น  ให ้T   เป็นแรงตึงเชือก 

เน่ืองจากผวิรอกล่ืน  เชือกจะไถลไปบนผวิรอกโดยรอกไม่หมุน 

ให ้ a   ทิศช้ีลง  เป็นความเร่งของมวล 2 kg  ต่อจากน้ีไปเราจะเขียนสั้นๆเช่นน้ีโดยไม่บอกวา่ความเร่ง a  

อา้งอิงกบัผวิโลก     

ความเร่งของมวล 1 kg  ก็จะเป็น a   แต่ทิศช้ีข้ึน  

ดูมวล 1 kg เป็นระบบ  ดูในแนวด่ิง aT 1)8.9(1      (1) 

 (ความหมายใน “ดูมวล 1 kg เป็นระบบ”  นั้นนกัศึกษาจะตอ้งจินตนาการวา่มวล 1 kg สมัผสักบั

อะไรเพื่อหาแรงภายนอกระบบแบบท่ีตอ้งสัมผสั  จากนั้นก็หาแรงท่ีไม่ตอ้งสัมผสั  ต่อจากน้ีไปถา้นกัศึกษา

เจอค าวา่ ดูอะไรก็ตามเป็นระบบ นกัศึกษาตอ้งจินตนาการเองวา่ระบบสัมผสักบัอะไรเพื่อหาแรงภายนอก

ระบบแบบท่ีตอ้งสัมผสั  จากนั้นก็หาแรงท่ีไม่ตอ้งสัมผสั) 

สมการ (1) มีตวัไม่รู้ค่า 2 ตวัคือ T และ a  จ  านวนสมการยงัไม่พอ 

ดูมวล 2 kg เป็นระบบ  ดูในแนวด่ิง aT 2)8.9(2     (2) 

สมการ (1) และ (2) มีตวัไม่รู้ค่า 2 ตวัคือ T และ a  จ  านวนสมการพอแลว้   แกส้มการได ้

 NTsma 07.13;/27.3 2   

ให ้ R   เป็นแรง(ทิศช้ีข้ึน) ท่ีเพดานดึงดา้นรอก   

ดูรอกเป็นระบบ  ดูในแนวด่ิง  จุดศูนยก์ลางมวลของรอกอยูน่ิ่ง   

ดงันั้น   007.1307.13)8.9(3 R   

  NR 54.55     ตอบ 
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ตรวจสอบค าตอบ   ดูรอก  มวล 1  kg  มวล 2 kg  และเชือก รวมกนัเป็นระบบ    

แรงภายนอกระบบมี  R   ทิศช้ีข้ึน และแรงดึงดูดของโลก (1+2+3) 9.8 นิวตนั ทิศช้ีลง 

จุดศูนยก์ลางมวลมีความเร่งทิศช้ีลง  
)3()1()2(

)/0)(3()/27.3)(1()/27.3)(2( 222

kgkgkg

smkgsmkgsmkg
aCM




  

   2/
3

27.3
smaCM    ทิศช้ีลง   

นกัศึกษาพึงระลึกวา่ค าวา่ “ทิศช้ีลง”  ในท่ีน้ีนั้นเป็นเพราะเราเขียน 

)3()1()2(

)/0)(3()/27.3)(1()/27.3)(2( 222

kgkgkg

smkgsmkgsmkg
aCM




  

ถา้เราเขียน 
)3()1()2(

)/0)(3()/27.3)(2()/27.3)(1( 222

kgkgkg

smkgsmkgsmkg
aCM




  

ก็ตอ้งเปล่ียนค าพดูเป็น “ทิศช้ีข้ึน”  ซ่ึงจะเห็นวา่ค่าออกมาติดลบท าใหทิ้ศจริงๆคือช้ีลง   

 จาก    CMext aMF 


             (3) 

ดูทางซา้ยมือของสมการ(3)   Nsmkgkgkg 54.55)/8.9)(321( 2 3.26  นิวตนั  

ดูทางขวามือของสมการ(3)  )/
3

27.3
)(321( 2smkgkgkg   =  3.27    นิวตนั 

ทางซา้ยกบัทางขวาต่างกนัเล็กนอ้ยเพราะการปัดทศนิยม  แต่จริงๆแลว้เท่ากนัแสดงวา่ค าตอบท่ีเราค านวณมา

น่าจะถูก   

 

ข) ผวิรอกฝืด  รอกหมุนไดค้ล่อง  นกัศึกษาตอ้งตีความเอาเองวา่ความหมายในโจทยคื์อเชือกไม่ไถลไปบน

ผวิรอก 

แมเ้ชือกเป็นเชือกเบาและเป็นเชือกเส้นเดียวกนั  แต่พาดผา่นผวิรอกซ่ึงเป็นผวิฝืด  แรงตึงเชือกจึงไม่เท่ากนั

ทั้งเส้น   

 ให ้ 1T   เป็นแรงตึงเชือกส่วนท่ีแตะกบัมวล 1 kg 

 และ 2T   เป็นแรงตึงเชือกส่วนท่ีแตะกบัมวล 2 kg 
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ดูมวล 1 kg เป็นระบบ  ดูในแนวด่ิง aT 1)8.9(11     (4) 

สมการ (1) มีตวัไม่รู้ค่า 2 ตวัคือ 1T และ a  จ  านวนสมการยงัไม่พอ 

ดูมวล 2 kg เป็นระบบ  ดูในแนวด่ิง aT 2)8.9(2 2     (5) 

สมการ (4) และ (5) มีตวัไม่รู้ค่า 3 ตวัคือ 21,TT และ a  จ  านวนสมการยงัไม่พอ 

ดูการหมุนของรอก  จาก   I    

จะได ้ 







 2

12 )3(
2

1
RkgRTRT      (6)  

เม่ือ R   คือรัศมีของรอก 

(นกัศึกษาท่ีไมเ่ขา้ใจอ่านเพิ่มเติมไดใ้น “การหมุนในระนาบ” ท่ีเวบ็ไซตข์องภาควชิาฟิสิกส์ มหาวทิยาลยั

ศิลปากร) 

สมการ (4) ,(5) และ (6) มีตวัไม่รู้ค่า 4 ตวัคือ 21,TT , a  และ   จ  านวนสมการยงัไม่พอ 

ในกรณีท่ีเชือกไม่มีการไถลบนผวิรอก  เราจะใชค้วามสัมพนัธ์ระหวา่งความเร่งเชิงมุม    ของรอก  และ

ความเร่งเชิงเส้น a  ของเชือก(หรือมวล)  ดงัน้ี 

   Ra        (7)  

สมการ (4) ,(5) , (6) และ (7) มีตวัไม่รู้ค่า 4 ตวัคือ 21,TT , a  และ   จ  านวนสมการพอแลว้ แกส้มการได ้

(รัศมี R   จะตดักนัไป  ) 

 NTNTsma 24.15;98.11;/18.2 21

2   

ให ้ R   เป็นแรง(ทิศช้ีข้ึน) ท่ีเพดานดึงดา้นรอก   

ดูรอกเป็นระบบ  ดูในแนวด่ิง  จุดศูนยก์ลางมวลของรอกอยูน่ิ่ง ;   024.1598.11)8.9(3 R   

  NR 62.56     ตอบ 
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ตรวจสอบค าตอบ   ขอทบทวนก่อนสมการ (9.4.2.3 a) เสียก่อน  นกัศึกษาจะเห็นวา่ในกรณีของรอกซ่ึง

ต าแหน่งต่างๆบนรอกมีความเร่งไม่เท่ากนัแต่เราคิดไดค้ลา้ยกบัวา่มวลของรอกทั้งหมดไปอดัอยูท่ี่จุด

ศูนยก์ลางมวล  โดยจุดศูนยก์ลางมวลของรอกมีความเร่งเป็นศูนย ์

ดูรอก  มวล 1  kg  มวล 2 kg  และเชือก รวมกนัเป็นระบบ    

แรงภายนอกระบบมี  R   ทิศช้ีข้ึน และ (1+2+3) 9.8 นิวตนั ทิศช้ีลง 

จุดศูนยก์ลางมวลมีความเร่งทิศช้ีลง   
)3()1()2(

)/0)(3()/18.2)(1()/18.2)(2( 222

kgkgkg

smkgsmkgsmkg
aCM




  

จาก    CMext aMF 


             (9.4.3.5)  

ดูทางซา้ยมือของสมการ(9.4.3.5) ;  Nsmkgkgkg 62.56)/8.9)(321( 2 2.18  นิวตนั  

ดูทางขวามือ  )/
3

18.2
)(321( 2smkgkgkg   =  2.18    นิวตนั 

ทางซา้ยกบัทางขวาเท่ากนั แสดงวา่ค าตอบท่ีเราค านวณมาน่าจะถูก   

ตัวอย่างที ่9.4.3.3   กล่อง A มวล 6 กิโลกรัม วางบนล่ิม B มวล 10 กิโลกรัม ซ่ึงวางบนพื้นเอียง C  ดงั

รูป ต.ย. 9.4.3.3ก  ถา้ผวิสัมผสัทุกผวิเป็นผวิล่ืน   จงหา 

 

 

 

 

 

   

 

ก) ความเร่งของล่ิม B 

ข) แรงท่ีล่ิมกระท าต่อกล่อง A  

ค) แรงท่ีพื้นเอียงกระท าต่อล่ิม 

ง) ความเร่งของกล่อง A สัมพทัธ์กบัล่ิม B  

วธีิท า สมมติเม่ือเร่ิมตน้เราจบัล่ิม B ใหอ้ยูน่ิ่ง โดยกล่อง A อยูน่ิ่งดว้ย จากนั้นปล่อยมือ  เม่ือล่ิม B ไถลลง

มาตามพื้นเอียง ผูส้ังเกตบนล่ิม B จะเห็นกล่อง A ไถลไปทางขวา  ทั้งน้ีเพราะผิวสัมผสัระหวา่งกล่อง A และ

ล่ิม B เป็นผวิล่ืน  จึงไม่มีแรงในแนวระดบัท าต่อกล่อง A  ต าแหน่งในแนวระดบั(เทียบกบักรอบอา้งอิงเฉ่ือย) 

30O 

A 

B C 

รูป ต.ย.9.4.3.3ก. 
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ของกล่อง A จะอยูท่ี่เดิม  แต่ต าแหน่งในแนวระดบั(เทียบกบักรอบอา้งอิงเฉ่ือย) ของล่ิม B เล่ือนไปทางซา้ย  

ดงันั้นผูส้ังเกตบนล่ิม B จะเห็นกล่อง A ไถลในแนวระดบัไปทางขวา  ให ้ BAa /

 เป็นความเร่งของกล่อง A 

สัมพทัธ์กบัล่ิม B  ดงันั้น BAa /

  จะอยูใ่นแนวระดบัและมีทิศช้ีไปทางขวา 

 ให ้ Ba
   เป็นความเร่งของล่ิมเทียบกบักรอบอา้งอิงเฉ่ือย   ทิศของ Ba

  จะมีทิศลงมาตามพื้นเอียง 

 เน่ืองจาก A  เคล่ือนท่ีไปบน B ความเร่งของ A  อา้งอิงกบักรอบอา้งอิงเฉ่ือย จึงเท่ากบั Ba
 + BAa /

  

คือ 

    Aa
   =  Ba

 + BAa /

      (1) 

 อยา่งไรก็ตามเราจะไม่บวก Ba
 กบั BAa /

  เพื่อใหไ้ด ้ Aa
 ออกมา เพราะไม่สะดวกในการค านวณ  

แต่จะเขียนเป็นผงัดงัรูป ข.   

 

 

ดูกล่อง A เป็นระบบ       

แรงท่ีกระท าต่อกล่อง A   แสดงดงัรูป ค. ซ่ึงประกอบ ดว้ย  

    1.แรงท่ีล่ิม B กระท าต่อกล่อง A  เน่ืองจากเป็นผิวล่ืน จึงมีเฉพาะแรงตั้งฉาก  

ABN   ทิศช้ีข้ึน   

   2. แรงโนม้ถ่วงขนาด  6(9.8)  =  58.8  นิวตนั   ทิศช้ีลง 

ให ้ Aya  คือความเร่งของกล่อง A ในแนวด่ิง  ซ่ึงเท่ากบัความเร่งในแนวด่ิงของล่ิม B  เพราะกล่องอยูบ่นล่ิม

ตลอด  ไม่ไดล้อยพน้ผิวล่ิม  

จากรูป ข.    จะได ้ 060cosBAy aa     ทิศช้ีลง    ดงันั้น  ในแนวด่ิงจะไดว้า่ 

                    060cos68.58 BAB aN      (2) 

 สมการ (2) มีตวัไม่รู้ค่า 2 ตวั คือ ABN และ Ba  จ านวนสมการยงัไม่พอ  เราจะเปล่ียนแนว  

 

NAB 
6 g 

y 

A 

  ค. 

BAa /



 

Ba
 

ข. 
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 ในแนวระดบัไม่มีแรงกระท าต่อกล่อง A  เพราะผวิกล่องเป็นผวิล่ืน  ความเร่งในแนวระดบัเทียบ

กรอบอา้งอิงเฉ่ือยจึงมีค่าเป็นศูนย ์ ดงันั้น จากรูป ข.    จะไดว้า่ 

                 060sin /

0  BAB aa     (3) 

  เรารู้วา่สมการ(2) และ(3) เป็นอิสระต่อกนั เพราะมาจากคนละแนว  สมการ (2) และ (3) มีตวัไม่รู้

ค่า 3 ตวั คือ ABN ,  Ba   และ BAa / จ านวนสมการยงัไม่พอ  ถา้เราจะดูในแนวอ่ืนอีก  เช่นในแนวตามพื้นเอียง  

ก็ไม่มีประโยชน์เพราะจะไดส้มการท่ีไม่เป็นอิสระกบัสมการ(2) และ(3)  เราจึงจะเปล่ียนระบบเป็น B  

ดูล่ิม B เป็นระบบ 

 

 

 

 

 
 

แรงท่ีกระท าต่อล่ิม B  แสดงดงัรูป ง. ซ่ึงประกอบดว้ย 

    1. แรง  BAN    ท่ีกล่อง A กดล่ิม B  เน่ืองจาก BAN  เป็นแรง

ปฏิกิริยาของ ABN   ดงันั้นจึงมีขนาดเท่ากบั ABN   แต่ทิศช้ีลง 

    2.แรง  BCN  ท่ีพื้นเอียงกระท าต่อล่ิม เน่ืองจากผวิล่ืนจึงมีทิศ 

ตั้งฉากกบัผวิพื้นเอียง 

    3. แรงโนม้ถ่วง     10(9.8)  =  98  นิวตนั ทิศช้ีลง 

 

พิจารณาในแนวด่ิง  จากรูป ข.    ความเร่งในแนวน้ีของล่ิม B เท่ากบั 060cosBa    ทิศช้ีลง  ดงันั้น 

       00 60cos1060sin98 BBCAB aNN     (4) 

 สมการ (2)  (3)  และ (4) มีตวัไม่รู้ค่า 4  ตวั คือ ABN ,  Ba   , BAa /  และ BCN จ านวนสมการยงัไม่

พอ  เราจะเปล่ียนแนว  

 ดูในแนวระดบั  ความเร่งในแนวน้ีของล่ิม B  เท่ากบั  060sinBa  ทิศไปทางซา้ย       ดงันั้น 

  060sin1060cos B

o

BC aN      (5) 

 เรารู้วา่สมการ(4) และ(5) เป็นอิสระต่อกนั เพราะมาจากคนละแนว  และยงัรู้อีกวา่ สมการ (2)  (3)  

(4) และ (5)  ต่างก็เป็นอิสระต่อกนั  เพราะสมการ (2) และ  (3)  มีข่าวสารของ A ส่วนสมการ(4) และ (5)  มี

NBA 

NBC 

10g 

ง. 
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ข่าวสารของ B  จึงเป็นข่าวสารท่ีไม่ซ ้ ากนั    เน่ืองจากสมการ (2)  (3)  (4) และ (5) มีตวัไม่รู้ค่า 4  ตวั คือ 

ABN ,  Ba   , BAa /  และ BCN จ านวนสมการพอแลว้  แกส้มการไดด้งัน้ี  

  ความเร่งของล่ิม B  คือ  Ba     =   6.82      เมตร/วนิาที 2 ค าตอบขอ้ ก 

 แรงท่ีล่ิมกระท าต่อกล่อง A คือ  ABN    =   38.34    นิวตนั ค าตอบขอ้ ข 

 แรงท่ีพื้นเอียงกระท าต่อล่ิม คือ  BCN    =   118.12  นิวตนั ค าตอบขอ้ ค 

ความเร่งของกล่อง A สัมพทัธ์กบัล่ิม B คือ BAa /  =    5.91     เมตร/วนิาที 2  ค าตอบขอ้ ง 

ตรวจสอบค าตอบ    ดูทั้ง A และ B                 
แรงภายนอกระบบประกอบดว้ย 
1. แรง BCN  ท่ีพื้นเอียงกระท า  ทิศตั้งฉากกบัพื้นเอียง 
2. แรงโนม้ถ่วง  g16   ทิศช้ีลง 

  
 เน่ืองจาก A วางอยูบ่น B ความเร่งในแนวด่ิงของ A และ B  จึงเท่ากนั  คือ 060cosBa   ทิศช้ีลง 
ดงันั้นความเร่งในแนวด่ิงของจุดศูนยก์ลางมวลจึงเท่ากบั     060cosBa    ทิศช้ีลง  ดว้ย          
 ดูในแนวด่ิง     1630cos16 0  BCNg 060cosBa     

 BBC aN 8
2

3
8.156      (6) 

 )82.6(8)12.118(
2

3
8.156   

  54.50 = 54.40 
 ทางซา้ยและทางขวาของเคร่ืองหมายเท่ากบัต่างกนัเล็กนอ้ย น่าจะมาจากการปัดทศนิยม 
 ในแนวระดบัความเร่งของ A เป็นศูนย ์ ความเร่งของ B คือ 030cosBa  ทิศไปทางซา้ย  ดงันั้น

ความเร่งในแนวระดบัของจุดศูนยก์ลางมวล  =  0
0

30cos
16

10

)610(

)0(6)30cos(10
B

B a
a




   ทิศไปทางซา้ย 

 

 ดูในแนวระดบั     







 00 30cos

16

10
1630sin BBC aN    (7)  

 

   
2

3
)82.6(10

2

1
)12.118(   

   59.06 = 59.06 
 แสดงวา่ค าตอบในขอ้ ก-ง  น่าจะถูก   
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ตัวอย่างที ่9.4.3.4   โจทยใ์นตวัอยา่งท่ี 9.4.3.3  แทนท่ีเราจะดูทั้ง A และ B                เพื่อตรวจสอบ

ค าตอบ  เราอาจใชห้าค าตอบก็ไดด้งัน้ี   

ดู A เป็นระบบ ดูในแนวด่ิง  จากสมการ (2) ใน ต.ย. 9.4.3.3     

  060cos68.58 BAB aN      (2) 

 
ดู A เป็นระบบ ดูในแนวระดบั  จากสมการ (3) ใน ต.ย. 9.4.3.3  

                 060sin /

0  BAB aa     (3) 

 
ดู B เป็นระบบ ดูในแนวด่ิง  จากสมการ (4) ใน ต.ย. 9.4.3.3      

 00 60cos1060sin98 BBCAB aNN     (4) 

 
ดู A และB รวมกนัเป็นระบบ ดูในแนวระดบั  จากสมการ (7) ใน ต.ย. 9.4.3.3            
  

  







 00 30cos

16

10
1630sin BBC aN    (7) 

 
 
สมการ (2)  (3)  (4) และ (7) มีตวัไม่รู้ค่า 4  ตวั คือ ABN ,  Ba   , BAa /  และ BCN  เม่ือแกส้มการจะไดค้  าตอบ

เดียวกบัค าตอบในตวัอยา่งท่ี  9.4.3.3 คือ 

  ความเร่งของล่ิม B  คือ  Ba     =   6.82      เมตร/วนิาที 2  

 แรงท่ีล่ิมกระท าต่อกล่อง A คือ  ABN    =   38.34    นิวตนั  

 แรงท่ีพื้นเอียงกระท าต่อล่ิม คือ  BCN    =   118.12  นิวตนั  

ความเร่งของกล่อง A สัมพทัธ์กบัล่ิม B คือ BAa /  =    5.91     เมตร/วนิาที 2   

 
  



 21 

แต่ถา้นกัศึกษาเลือกดูดงัน้ี    
 
ดู A เป็นระบบ ดูในแนวด่ิง  จากสมการ (2) ใน ต.ย. 9.4.3.3     

  060cos68.58 BAB aN      (2) 

ดู A เป็นระบบ ดูในแนวระดบั  จากสมการ (3) ใน ต.ย. 9.4.3.3  

                 060sin /

0  BAB aa     (3) 

ดู B เป็นระบบ ดูในแนวด่ิง  จากสมการ (4) ใน ต.ย. 9.4.3.3      

 00 60cos1060sin98 BBCAB aNN     (4) 

ดู A และB รวมกนัเป็นระบบ ดูในแนวด่ิง  จากสมการ (6) ใน ต.ย. 9.4.3.3            

  BBC aN 8
2

3
8.156     (6) 

 แมส้มการ (2) (3)(4) และ(6) มีตวัไม่รู้ค่า 4 ตวั  แต่เราไม่สามารถหาค าตอบได ้ เพราะสมการทั้งส่ี
ไม่เป็นอิสระต่อกนั  นกัศึกษาจะเห็นวา่สมการ (6) ไดม้าจาก สมการ (2) + สมการ(4)  หรือพูดอีกอยา่งคือ
สมการ(2) มีข่าวสารการเคล่ือนท่ีในแนวด่ิงของ A    สมการ(4) มีข่าวสารการเคล่ือนท่ีในแนวด่ิงของ B 
สมการ(6) มีข่าวสารการเคล่ือนท่ีในแนวด่ิงของ  A และ B   ก็คือสมการ(6) ไม่ไดมี้ข่าวสารอะไรเพิ่มเติมจาก
สมการ(2) และ(4)        
 
ตัวอย่างที่ 9.4.3.5   สปริงเบาติดมวล 2 และ 1 กิโลกรัม มวลทั้งสองอยูน่ิ่งบนพื้นล่ืนห่างกนั   0.3  เมตร และ
มวล 2 กิโลกรัมอยูห่่างจากผนงั 2 เมตร ดงัรูป ต.ย.9.4.3.5   จากนั้นเคาะมวล 2 กิโลกรัมไปทางขวา  พบวา่
ทนัทีหลงัการเคาะ  มวล 2  กิโลกรัมมีความเร็ว 0.6 เมตรต่อวนิาที ทิศไปทางขวา  เม่ือเวลาผา่นไป 1 วนิาที 
พบวา่มวล 2 กิโลกรัมอยูห่่างจากผนงั 2.42   เมตร จงหาวา่ขณะนั้นมวล 1 กิโลกรัมอยูห่่างจากผนงัก่ีเมตร 
 

       
 
 
 
 
 
 

2 kg 1 kg 

2  m 0.3 m 

 รูป ต.ย.9.4.3.5 
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วธีิท า  ดูมวลทั้งสองกอ้นรวมทั้งสปริงรวมกนัเป็นระบบ 
  การเคาะมวล 2 กิโลกรัมเป็นการใหค้วามเร็วตน้แก่มวล 2 กิโลกรัม  ทนัทีหลงัเคาะมวล 2  กิโลกรัม
มีความเร็ว 0.6 เมตรต่อวนิาที ทิศไปทางขวา  แต่มวล 1 กิโลกรัมยงัอยูน่ิ่งโดยก าลงัจะขยบัไปทางขวา  
นอกจากน้ีนบัจากเวลาทนัทีหลงัเคาะมีแต่พื้นท่ีสัมผสักบัระบบ(คอ้นท่ีเราใชเ้คาะไม่ไดส้ัมผสักบัระบบแลว้)  
แต่พื้นเป็นพื้นล่ืนจึงไม่มีแรงภายนอกระบบในแนวระดบักระท าต่อระบบ  ความเร็วในแนวระดบัของจุด
ศูนยก์ลางมวลจึงคงท่ี 

เม่ือเร่ิมตน้จุดศูนยก์ลางมวลอยูห่่างจากผนงั 
)12(

)3.2)(1()2)(2(

kgkg

mkgmkg




  = 2.1 เมตร 

ทนัทีหลงัการเคาะความเร็วในแนวระดบัของจุดศูนยก์ลางมวล sm
kgkg

kgsmkg
/4.0

)12(

)0)(1()/6.0)(2(





    

 หลงัการเคาะ  ความเร็วของจุดศูนยก์ลางมวลก็ยงัคงเท่ากบั 0.4 เมตรต่อวนิาที  
 ดงันั้น เม่ือเวลาผา่นไป 1 วนิาที จุดศูนยก์ลางมวลขยบัไปทางขวาจากเดิม 0.4 เมตร  คืออยูห่่างจาก
ผนงั 2.5 เมตร 
 ให ้ x  เมตร  เป็นระยะทางท่ีมวล 1 กิโลกรัมอยูห่่างจากผนงัเม่ือเวลาผา่นไป 1 วนิาที 

ดงันั้น  
)12(

))(1()42.2)(2(
5.2

kgkg

mxkgmkg
m




   

 
จะไดว้า่เม่ือเวลาผา่นไป 1 วินาที มวล 1 กิโลกรัมอยูห่่างจากผนงั   2.66    เมตร 
 
 

------------------------------------------------ 
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