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เร่ืองเล่าจากครูฟิสิกส์แก่ๆ  ตอนที ่10  การดัดแปลงกฎการเคลือ่นที่ข้อทีส่องเพือ่ใช้กบักรอบอ้างองิทีม่ี

ความเร่ง 

ผศ.ดร.ธีระพนัธ์ุ  สันติเทวกุล 

4 กุมภาพนัธ์ 2565 

 ในตอนท่ี 10 น้ี  นอกจากนกัศึกษาครูฟิสิกส์แลว้  นกัศึกษา วท.บ ฟิสิกส์ สามารถใชเ้ป็นพื้นฐาน

เร่ืองกรอบอา้งอิงท่ีหมุน  ซ่ึงก็คือคนท่ีอยูบ่นผวิโลกจะสังเกตเห็นวตัถุเคล่ือนท่ีอยา่งไร  เม่ือคิดผลการหมุน

ของโลก   

 กฎการเคล่ือนท่ีขอ้ท่ีสองในกรณีของอนุภาค    amF


 และกรณีระบบอนุภาคและวตัถุแขง็

เกร็ง extF


 CMaM


   ท่ีไดก้ล่าวมาในตอนท่ี 9.3 และ 9.4   นั้น  แรงตอ้งเป็นแรงจริง  ความเร่งตอ้ง

สังเกตโดยผูส้ังเกตท่ีอยูใ่นกรอบอา้งอิงเฉ่ือย  แต่มนัไม่ไดห้มายความวา่ผูอ้ยูใ่นกรอบอา้งอิงท่ีมีความเร่งจะ

ไม่สามารถใชป้ระโยชน์จากกฎการเคล่ือนท่ีขอ้ท่ีสอง  เราสามารถใชป้ระโยชน์ไดด้ว้ยการดดัแปลงกฎการ

เคล่ือนท่ีขอ้ท่ีสองอนัเดิมใหใ้ชไ้ดก้บักรอบอา้งอิงท่ีมีความเร่ง  การดดัแปลงท าไดโ้ดยการมองวา่นอกจาก

แรงจริงแลว้ยงัมี “แรงเทียม” ท  าต่อวตัถุอีกดว้ย    แรงเทียม(fictitious force หรือ pseudo force หรือ inertial 

force)  เป็นแรงท่ีเกิดจากความรู้สึกของผูส้ังเกตท่ีอยูใ่นกรอบอา้งอิงท่ีมีความเร่ง   เราไม่สามารถหาตวัผูอ้อก

แรงไดเ้พราะมนัเกิดจากความรู้สึก  มนัจะโผล่ข้ึนมาในสมการท่ีเราดดัแปลงดงัท่ีนกัศึกษาจะไดเ้ห็นใน

หวัขอ้ 10.1 และ 10.2 

 กรอบอา้งอิงท่ีมีความเร่งท่ีเราสนใจจะมีสองประเภท  ประเภทแรกเป็นกรอบอา้งอิงท่ีเคล่ือนท่ีใน

แนวตรงแบบมีความเร่ง  ประเภทท่ีสองเป็นกรอบอา้งอิงท่ีหมุนดว้ยความเร็วเชิงมุมคงท่ี   กรอบอา้งอิง

ประเภทท่ีสองน้ีเป็นกรอบอา้งอิงท่ีส าคญั  เพราะเราอยูบ่นโลกท่ีหมุนดว้ยความเร็วเชิงมุมคงท่ี   

  

10.1 การดัดแปลงกฎการเคลื่อนทีข้่อทีส่องเพือ่ใช้กบักรอบอ้างองิทีเ่คลือ่นทีใ่นแนวตรงและมีความเร่ง 

สมมติวา่มีผูส้ังเกตสองคน  คือนายแดงและนางสาวปู  นางสาวปูติดตรึงกบัจุด O  ซ่ึงเป็นจุดก าเนิด

ของพิกดั xyz  ท่ีอยูน่ิ่ง  นายแดงติดตรึงกบัจุด 'O   ซ่ึงเป็นจุดก าเนิดของพิกดั zyx   ท่ีเคล่ือนท่ีในแนวตรง

โดยแกน  zyx   ไม่ไดห้มุน   เพื่อความสะดวกให ้ zyx  เคล่ือนท่ีตามแนวแกน x  ของพิกดั xyz  
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สมมติมีมวล  m  

ให ้ r
   เป็นเวกเตอร์ต าแหน่งของมวล  m   อา้งอิงกบัจุด O   

 r 
   เป็นเวกเตอร์ต าแหน่งของมวล  m   อา้งอิงกบัจุด O  

R


  เป็นเวกเตอร์ต าแหน่งของจุด  O   อา้งอิงกบัจุด O     

และสมมติวา่มวล m  ถูกแรงจริง  ,..., 21 FF
  กระท า  โดย  FFF


...21      ดงัในรูป 10.1.1 

 

 

 จากรูป 10.1.1 จะเห็นวา่    rRr 
      (10.1.1) 

นางสาวปูซ่ึงเป็นผูส้ังเกตท่ีอยูน่ิ่ง(fixed)  จะเห็นอตัราการเปล่ียนแปลงของ r   ดงัน้ี 
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   (10.1.2) 

เน่ืองจาก kzjyixr ˆˆˆ 
  ;   iRR ˆ


    และ  kzjyixr  ˆˆˆ  

ดงันั้น 
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การหาอนุพนัธ์ก็ท  าตรงๆ  ตวัอยา่งเช่น  ในการหาอนุพนัธ์ของ  ix  ˆ  เราก็มองวา่เป็นการหาอนุพนัธ์ของผล

คูณระหวา่ง x  กบั i ˆ  ซ่ึงจะไดว้า่ 
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ความหมายเราก็ดูตรงๆ  ตวัอยา่งเช่น 
fixeddt

xd







   หมายความวา่ผูส้ังเกตท่ีอยูน่ิ่งจะเห็นอตัราการเปล่ียนแปลง

ของ x    เป็นเท่าใด     หรือ 
fixed

dt

id









 ̂ หมายความวา่ผูส้ังเกตท่ีอยูน่ิ่งจะเห็นอตัราการเปล่ียนแปลงของ

เวกเตอร์หน่วย  î    เป็นเท่าใด  เป็นตน้ 

 ในหวัขอ้ 9.1.5.1 เรารู้วา่ผูส้ังเกตท่ีอยูน่ิ่งเห็น ji ˆ,ˆ   และ k̂   ไม่ข้ึนกบัเวลา เพราะเขาติดไปกบั

แกน xyz      ส่วน  ji  ˆ,ˆ  และ k ˆ  นั้น  เน่ืองจาก    zyx    เคล่ือนท่ีในแนวตรงโดยไม่มีการหมุนของแกน  

ผูส้ังเกตท่ีอยูน่ิ่งจึงเห็นทิศของ ji  ˆ,ˆ  และ k ˆ   ช้ีทิศเดิมตลอด  ผูส้ังเกตท่ีอยูน่ิ่งจึงบอกวา่ ji  ˆ,ˆ  และ k ˆ  ไม่

ข้ึนกบัเวลาเช่นเดียวกนักบั ji ˆ,ˆ   และ k̂    คืออนุพนัธ์ของเวกเตอร์หน่วยในสมการ(10.1.3) ทุกตวัจะเป็น

ศูนย ์ตวัอยา่งเช่น 0
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ดงันั้น สมการ(10.1.3) จะเป็น  
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           (10.1.4) 

ในหวัขอ้ 9.1.6.1 นกัศึกษาไดเ้ห็นแลว้วา่อนุพนัธ์เทียบกบัเวลาของสเกลาร์  ไม่ข้ึนกบักรอบอา้งอิง  คือ 
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เม่ือ  
fixeddt
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    หมายถึงอตัราการเปล่ียนแปลงสังเกตโดยผูส้ังเกตท่ีอยูน่ิ่ง  คือผูส้ังเกตท่ีอยูใ่นกรอบ xyz  

transdt

d







    หมายถึงอตัราการเปล่ียนแปลงสังเกตโดยผูส้ังเกตท่ีเคล่ือนท่ี  คือผูส้ังเกตท่ีอยูใ่นกรอบ zyx   

และเน่ืองจาก  k
dt
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   หมายถึงความเร็วของมวล m    สังเกตโดยผูส้ังเกต

ท่ีอยูน่ิ่ง   เราใหเ้ป็น v  

i
td
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     หมายถึงความเร็วของกรอบ zyx     สังเกตโดยผูส้ังเกตท่ีอยูน่ิ่ง   เราให้เป็น 'Ov
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  ˆˆˆ     หมายถึงความเร็วของมวล m    สังเกตโดยผูส้ังเกตท่ีอยูใ่น

กรอบ    zyx  เราใหเ้ป็น v   

ดงันั้น  สมการ (10.1.4) จะเป็น 

      vvv O



'       (10.1.5) 

ท านองเดียวกนั   ถา้หาอนุพนัธ์สมการ (10.1.5) เทียบกบัเวลา  จะได ้ 

    aaa O



'       (10.1.6) 

เม่ือ    a
    คือความเร่งของมวล m  อา้งอิงกบัผูส้ังเกตท่ีอยูน่ิ่ง 

 a
    คือความเร่งของมวล m  อา้งอิงกบักรอบ zyx    

 'Oa
    คือความเร่งของกรอบ  zyx  อา้งอิงกบัผูส้ังเกตท่ีอยูน่ิ่ง 

คูณสมการ (10.1.6) ดว้ย m  จะได ้  amamam O



'     (10.1.7) 

จากกฎการเคล่ือนท่ีขอ้ท่ีสองในตอนท่ี 9.3 ;  Fam
   เม่ือ a  เป็นความเร่งอา้งอิงกบักรอบอา้งอิงเฉ่ือย 

และ F

  คือแรงจริงทั้งหมดท่ีกระท าต่อมวล m      ดงันั้น สมการ(10.1.7) จะเป็น 

 F
  amam O




'  

หรือ 'OamFam


       (10.1.8)* 

            จากสมการ(10.1.8) นายแดงซ่ึงเป็นผูส้ังเกตท่ีอยูใ่นกรอบอา้งอิงท่ีเคล่ือนท่ีในแนวตรงดว้ยความเร่ง 

'Oa
  จะรู้สึกวา่มวล m  นอกจากจะมีแรงจริง F

   กระท าแลว้  ยงัคลา้ยกบัวา่มีแรง    'Oam


     กระท า

อีกดว้ย  แต่เน่ืองจากหาตวัผูอ้อกแรงไม่เจอ  เราจึงเรียกพจน์  'Oam


  วา่ “แรงเทียม”   พึงสังเกตวา่ทิศของ

แรงเทียมตรงกนัขา้มกบัทิศของความเร่งของกรอบอา้งอิง 

          ถา้จะบรรยายสมการ(10.1.8) เป็นค าพดูเพื่อให้จ  าหลกัการไดง่้ายๆ  ก็จะพดูไดว้า่  

ส าหรับกรอบอา้งอิงท่ีมีความเร่ง  มวลคูณความเร่ง  เท่ากบั แรงจริง + แรงเทียม 
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โจทยท่ี์เหมาะในการใชแ้รงเทียมคือโจทยท่ี์วตัถุหน่ึงเคล่ือนท่ีไปบนอีกวตัถุหน่ึงท่ีมีความเร่ง  

อยา่งไรก็ตามครูไม่ควรสอนการใชแ้รงเทียมให้แก่นกัเรียนมธัยมปลายท่ีไม่ใช่โรงเรียนท่ีนกัเรียนถนดัฟิสิกส์  

เพราะอาจท าใหน้กัเรียนสับสน  นกัเรียนควรท าโจทยโ์ดยใชแ้รงจริงและกรอบอา้งอิงเฉ่ือย  ซ่ึงแมอ้าจจะยาว

กวา่แต่อยูบ่นหลกัการท่ีตรงไปตรงมา  ครูควรใชแ้รงเทียมในการตรวจสอบค าตอบเท่านั้น 

ตัวอย่างที ่10.1.1  ลิฟทสู์ง 3  เมตร  มีน็อตหลุดจากเพดานลิฟท ์ จงหาเวลาท่ีน็อตหล่นจากเพดานถึงพื้นลิฟท ์ 

ถา้ 

ก) ลิฟทเ์คล่ือนท่ีข้ึนดว้ยความเร่ง 2 เมตร/วนิาที2   (คือเคล่ือนท่ีข้ึนและเร็วข้ึนเร่ือยๆ) 

ข) ลิฟทเ์คล่ือนท่ีลงดว้ยความเร่ง 2 เมตร/วนิาที2    (คือเคล่ือนท่ีลงและเร็วข้ึนเร่ือยๆ) 

วธีิท า    ใหน็้อตมีมวล m  

ก) วธีิท่ี 1 จะใชก้รอบอา้งอิงท่ีมีความเร่ง   โดยใชลิ้ฟทเ์ป็นกรอบอา้งอิง  สมมติมีนายแดงอยูใ่นลิฟท ์

ขณะท่ีน็อตเร่ิมหลุดนั้นนายแดงจะเห็นน็อตมีความเร็วตน้เป็นศูนย ์

ขณะท่ีน็อตลอยอยูใ่นอากาศ  นายแดงจะเห็นแรงท่ีกระท าต่อน็อต  ดงัน้ี 

แรงจริง  มีแรงดึงดูดของโลก  gm    นิวตนั  ทิศช้ีลง 

เน่ืองจากลิฟทมี์ความเร่ง มี  2 เมตร/วนิาที2  ทิศช้ีข้ึน  นายแดงจึงเห็นแรงเทียม m2 นิวตนั  ทิศช้ีลง กระท า

ต่อน็อต 

ให ้ a   เป็นความเร่งของน็อต  อา้งอิงกบันายแดง    

ดูในแนวด่ิง ใหทิ้ศช้ีลงเป็นบวก   นายแดงจะเขียนสมการวา่  mgmam 2   

นายแดงจะเห็นความเร่งของน็อต  2/8.11 sma   ทิศช้ีลง 

เน่ืองจากความเร่งคงท่ี  นายแดงใชสู้ตร 2

2

1
tatuS  ได ้  โดยนายแดงเห็นระยะทางท่ีน็อตเคล่ือนท่ี

เท่ากบัความสูงของลิฟท ์ คือ 3 เมตร  

นายแดงแทนค่า  ดงัน้ี 2)8.11(
2

1
)0(3 tt   
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จะได ้ 71.0t   วนิาที 

วธีิท่ี 2 จะใชก้รอบอา้งอิงเฉ่ือย    โดยใชพ้ื้นดินเป็นกรอบอา้งอิง  สมมติมีนางสาวปูยนือยูท่ี่พื้นดิน 

ขณะท่ีน็อตลอยอยูใ่นอากาศ  นางสาวปูเห็นแรงจริงแรงเดียวกระท าต่อน็อต  คือแรงดึงดูดของโลก  gm    

ทิศช้ีลง   ดงันั้นนางสาวปูจะเห็นน็อตมีความเร่ง g   ทิศช้ีลง 

ขณะท่ีน็อตลอยอยูใ่นอากาศ  นางสาวปูเห็นลิฟทมี์ความเร่ง 2 เมตร/วนิาที2  ทิศช้ีข้ึน 

เม่ือน็อตกระทบพื้นลิฟทน์ั้น  นางสาวปูจะเห็นระยะทางท่ีลิฟทเ์คล่ือนท่ีมากกวา่ระยะทางท่ีน็อตเคล่ือนท่ี  3 

เมตร  คือ  Sลิฟท ์– Sน็อต = 3 เมตร ดงัรูป ต.ย.10.1.1 

 

 

 

 

 

 

 

 

สมมติใหค้วามเร็วลิฟทข์ณะท่ีน็อตเร่ิมหลุด  เป็น  u    เมตร/วนิาที   ทิศช้ีข้ึน 

ขณะท่ีน็อตเร่ิมหลุดนั้นนางสาวปูจะเห็นทั้งลิฟทแ์ละน็อตมีความเร็วตน้เป็น u    เมตร/วนิาที   ทิศช้ีข้ึน 

นางสาวปูเห็นระยะทางท่ีลิฟทเ์คล่ือนท่ี   Sลิฟท ์ =  2)2(
2

1
ttu     เมตร 

และเห็นระยะทางท่ีน็อตเคล่ือนท่ี     Sน็อต   =  2)(
2

1
tgtu   

เน่ืองจาก  Sลิฟท ์– Sน็อต = 3 เมตร   ดงันั้น 

 

 

Sลิฟท ์
Sน็อต 

น็อตเร่ิมหลุดจากเพดาน 

น็อตกระทบพ้ืน 

รูป ต.ย.10.1.1 
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  39.4 22  tt  

จะได ้ 71.0t   วนิาที     เหมือนกบัวธีิท่ี 1    

นกัศึกษาจะเห็นวา่แมว้ธีิท่ี 2 ฟิสิกส์จะตรงไปตรงมา  แต่การค านวณจะยาวกวา่วธีิท่ี 1   

 ข) จะใชก้รอบอา้งอิงท่ีมีความเร่งเพียงอยา่งเดียว  การใชก้รอบอา้งอิงเฉ่ือยนกัศึกษาลองท าเอง  

ขณะท่ีน็อตลอยอยูใ่นอากาศ  นายแดงจะเห็นแรงท่ีกระท าต่อน็อต  ดงัน้ี 

แรงจริง  มีแรงดึงดูดของโลก  gm    นิวตนั  ทิศช้ีลง 

เน่ืองจากลิฟทมี์ความเร่ง มี  2 เมตร/วนิาที2 ทิศช้ีลง   นายแดงจึงเห็นแรงเทียม m2 นิวตนั  ทิศช้ีข้ึน กระท า

ต่อน็อต 

นายแดงจะเขียนสมการวา่  mgmam 2   

นายแดงจะเห็นความเร่งของน็อต  2/8.7 sma   ทิศช้ีลง 

นายแดงแทนค่า  ดงัน้ี 22 )/8.7(
2

1
)0(3 tsmtm   

จะได ้ 88.0t   วนิาที 

ตัวอย่างที ่10.1.2  นายแดงมวล 60 กิโลกรัม  ยนืบนตาชัง่ในลิฟท ์ ตาชัง่จะอ่านเท่าใด ถา้ลิฟทเ์คล่ือนท่ีข้ึน

และชา้ลงเร่ือยๆดว้ยขนาดความเร่ง 2 เมตร/วนิาที2    

วธีิท า   ให ้ N เป็นแรงท่ีจานตาชัง่ท าต่อเทา้นายแดง  ซ่ึงก็คือค่าท่ีตาชัง่อ่าน  ไม่วา่ลิฟทจ์ะเคล่ือนท่ีข้ึนหรือลง

จะเร็วข้ึนหรือชา้ลง  ทิศของ N จะช้ีข้ึน 

ลิฟทเ์คล่ือนท่ีข้ึนและชา้ลงเร่ือยๆ  ทิศของความเร่งช้ีลง 

 วธีิท่ี 1 จะใชก้รอบอา้งอิงท่ีมีความเร่ง   โดยใชลิ้ฟทเ์ป็นกรอบอา้งอิง  

แรงจริง  มีแรงดึงดูดของโลก  g60    นิวตนั  ทิศช้ีลง 

และแรงท่ีจานตาชัง่ท าต่อเทา้นายแดง  คือ N   ทิศช้ีข้ึน 
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เน่ืองจากลิฟทมี์ความเร่ง มี  2 เมตร/วนิาที2  ทิศช้ีลง  จึงมีแรงเทียม )/2)(60( 2smkg นิวตนั  ทิศช้ีข้ึน 

กระท าต่อนายแดง 

นายแดงอยูน่ิ่งเทียบกบัลิฟท ์  จาก am   =  แรงจริง+แรงเทียม   

ดูในแนวด่ิง   0 )2(6060  gN      (1) 

  N =    468    นิวตนั  

วธีิท่ี 2 จะใชก้รอบอา้งอิงเฉ่ือย 

แรงจริง  มีแรงดึงดูดของโลก  g60    นิวตนั  ทิศลง 

และแรงท่ีจานตาชัง่ท าต่อเทา้นายแดง  คือ N   ทิศช้ีข้ึน 

จาก    amF


 

โดยความเร่งอา้งอิงกบักรอบอา้งอิงเฉ่ือยคือ 2 เมตร/วนิาที2  ทิศช้ีลง   

ดูในแนวด่ิง   ใหทิ้ศลงเป็นบวก  

   Ng60 )2(60     (2) 

  N =    468    นิวตนั 

ถา้ดูสมการ (1) เทียบกบัสมการ(2)  ในเชิงคณิตศาสตร์แลว้เหมือนการยา้ยขา้งสมการ  แต่นกัศึกษาพึงระลึก

วา่ฟิสิกส์ของสองสมการน้ีแตกต่างกนั  สมการแรกเขียนโดยผูส้ังเกตท่ีมีความเร่ง   สมการหลงัเขียนโดยผู ้

สังเกตในกรอบอา้งอิงเฉ่ือย 

 

ตัวอย่างที ่10.1.3    รถซุปเปอร์คาร์คนัหน่ึงมีเสาอากาศวิทยซ่ึุงเรียบและล่ืนยาว 1 เมตร ซ่ึงเอียงท ามุม 37  

กบัแนวระดบั ลูกปัดมวล 100 กรัม ร้อยอยูใ่นเสาอากาศวิทยน้ีุ   ดงัรูป ต.ย.10.1.3ก.  เม่ือเร่ิมตน้รถเคล่ือนท่ี

ดว้ยความเร็วคงท่ีโดยลูกปัดอยูท่ี่โคนเสาวทิย ุ
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จากนั้นคนขบัเหยยีบคนัเร่งเพิ่ม  ท าใหร้ถมีความเร่ง 9.8 เมตร/วนิาที 2  จงหาแรงท่ีเสาอากาศกระท า

ต่อลูกปัด  และเป็นเวลานานเท่าใดนบัจากการเหยยีบคนัเร่งเพิ่ม  ลูกปัดจึงจะเคล่ือนท่ีถึงปลายเสา 

 

 

 

 

วธีิท า   วธีิท่ี 1   ใชก้รอบอา้งอิงท่ีมีความเร่ง  คือรถยนต ์สมมตินายแดงอยูบ่นรถยนต ์

พิจารณาหลงัจากเหยยีบคนัเร่งเพิ่ม  นายแดงจะเห็นแรงท่ีกระท าต่อลูกปัด ดงัน้ี 

แรงจริง  ลูกปัดสัมผสักบัเสาอากาศ  ดงันั้นเสาอากาศออกแรงต่อลูกปัดได ้ เน่ืองจากเสาอากาศล่ืน  แรงจึงตั้ง

ฉากกบัเสาอากาศ  คือแรง N  ในรูป ข. 

 แรงดึงดูดของโลก  gm   ทิศช้ีลงในแนวด่ิง 

แรงเทียม     เน่ืองจากความเร่งของรถ  9.8 เมตร/วนิาที 2    ทิศไปขา้งหนา้  แรงเทียมจึงมีขนาด   m8.9 ทิศช้ี

ไปขา้งหลงั 

 นายแดงท่ีติดไปกบัรถจะคิดวา่เขา(และรถ)อยูน่ิ่ง  และเห็นลูกปัดมีความเร่ง a     ทิศไปตาม

เสาอากาศ  ดงัรูป ข.   

  

 

 

 

  

รูป ต.ย.10.1.3ก. 

9.8 เมตร/วนิาที 2   

a  

37o 

N 

mg 

ข. 

9.8 m 
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นายแดงดูในแนวตั้งฉากกบัเสาอากาศเห็นองคป์ระกอบของความเร่ง a  ในแนวน้ีเป็นศูนย ์   ดงันั้นเขาเขียน

สมการในแนวน้ีวา่ 

 037sin8.937cos 00  mmgN  

จะได ้ 372.1N  นิวตนั    ตอบ 

 

นายแดงดูในแนวเสาอากาศเห็นความเร่งในแนวน้ีคือ a   ใหทิ้ศข้ึนตามเสาอากาศเป็นบวก     ดงันั้นเขา

เขียนสมการในแนวน้ีวา่ 

 00 37sin)8.9(37cos8.9 mmam   

  2/96.1 sma   

เน่ืองจากความเร่งคงท่ี  ใชสู้ตร  2

2

1
atutS     ได ้  โดยนายแดงเห็นความเร็วตน้ของลูกปัดเป็นศูนย ์

 2)96.1(
2

1
)0(1 tt   

 01.1t  วนิาที    

 คือลูกปัดใชเ้วลา 1.01 วนิาที  ไถลจากโคนเสาถึงปลายเสา  ตอบ     

 วธีิท่ี 2   ใชก้รอบอา้งอิงเฉ่ือย   

ลูกปัดเคล่ือนท่ีไปตามเสาอากาศ  โดยเสาอากาศมีความเร่งเท่ากบัรถ  ดงันั้น 

ความเร่งของลูกปัดอา้งอิงกบักรอบอา้งอิงเฉ่ือย =  ความเร่งของรถ บวก(แบบเวกเตอร์) ความเร่งของลูกปัด

อา้งอิงกบัรถ 

คือ  aAa 
           

เราไม่จ  าเป็นตอ้งบวก aA 


    แต่จะเขียนเป็นแผนผงัดงัรูป ค. 
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แรงจริงท่ีท าต่อลูกปัดมีแรงจากเสาอากาศ N  และแรงโนม้ถ่วง gm  ดงัรูป ค.  

ดูในแนวตั้งฉากกบัเสาอากาศ  ใหทิ้ศตามแรง N   เป็นบวก  องคป์ระกอบของความเร่งของลูกปัดในแนวน้ี

คือ 037sinA      ดงันั้น 

 )37sin8.9()37sin(37cos 000 mAmmgN   

จะได ้ 372.1N  นิวตนั   ตอบ เหมือนกบัวธีิท่ี 1 

ดูในแนวเสาอากาศ  ใหทิ้ศลงตามเสาอากาศเป็นบวก  องคป์ระกอบของความเร่งของลูกปัดในแนวน้ีคือ 

aA 037cos      ดงันั้น 

 )37cos8.9(37sin 00 ammg   

จะได ้ 2/96.1 sma       

เน่ืองจาก a   คงท่ี เราใชสู้ตร 2

2

1
atutS    ได ้  คือ 

  01.1)96.1(
2

1
01 2  tt       วนิาที  ตอบ   เหมือนกบัวธีิท่ี 1 

   

 

 

a  

37o 

N 

mg 

ค. 

A 
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10.2 การดัดแปลงกฎการเคลื่อนทีข้่อทีส่องเพือ่ใช้กบักรอบอ้างองิบนผวิโลก 

 ในหวัขอ้ 10.1 นกัศึกษาไดเ้ห็นแลว้วา่  ผูส้ังเกตในกรอบอา้งอิงท่ีเคล่ือนท่ีในแนวตรงดว้ย

ความเร่งจะรู้สึกวา่มีแรงเทียมกระท าต่อวตัถุมวล m   โดยเขาบอกวา่   

  มวลคูณความเร่ง  เท่ากบั แรงจริง + แรงเทียม     

 การรู้แรงจริงและแรงเทียมท่ีกระท าต่อวตัถุท าใหผู้ส้ังเกตในกรอบอา้งอิงท่ีมีความเร่งรู้วา่วตัถุจะ

เคล่ือนท่ีอยา่งไร  ตวัอยา่งเช่นในตวัอยา่งท่ี 10.1.3  นายแดงรู้วา่ลูกปัดเคล่ือนท่ีในแนวตรง(ตามแนวเสา

อากาศ) เม่ือเวลาผา่นไปนายแดงรู้วา่ลูกปัดอยูท่ี่ต  าแหน่งใดของเสาอากาศ  มีความเร็วเท่าใด  จะเคล่ือนท่ีถึง

ปลายเสาเม่ือใด   เป็นตน้   

 ผวิโลกเป็นกรอบอา้งอิงท่ีมีความเร่งเพราะโลกหมุน  เราจึงคาดวา่น่าจะมีความสัมพนัธ์วา่ 

 มวลคูณความเร่ง  เท่ากบั แรงจริง + แรงเทียม   (10.2.1) 

 คือเราคาดวา่น่าจะคลา้ยๆกบักรณีกรอบอา้งอิงท่ีเคล่ือนท่ีในแนวตรงดว้ยความเร่ง  ดงันั้นใน

หวัขอ้ 10.2 น้ี  เราจะเร่ิมดว้ยการหาวา่ผูส้ังเกตท่ีอยูบ่นผวิโลกจะเห็นมีแรงเทียมอะไรบา้งกระท าต่อวตัถุ   

จากนั้นค่อยมาดูวา่แรงจริงและแรงเทียมท าใหเ้รา(ซ่ึงอยูบ่นผวิโลก)เห็นวตัถุเคล่ือนท่ีอยา่งไร    

 รูป 10.2.1 แสดงโลกและมวล m   สมมติวา่มีผูส้ังเกตสองคน  คือนางสาวปูและนายแดง  นางสาวปู

ติดตรึงกบัจุด O  ซ่ึงเป็นจุดศูนยก์ลางโลกและเป็นจุดก าเนิดของพิกดั xyz   นายแดงติดตรึงกบัจุด 'O    บน

ผวิโลกและเป็นจุดก าเนิดของพิกดั zyx     ดงันั้น  นางสาวปูเป็นผูส้ังเกตท่ีอยูน่ิ่ง  ส่วนนายแดงเป็นผูส้ังเกต

ท่ีหมุนดว้ยความเร็วเชิงมุมเดียวกบัความเร็วเชิงมุมในการหมุนของโลก  คือ    ซ่ึงมีทิศช้ีข้ึน ดงัในรูป 

10.2.1   
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ให ้    มวล m  ถูกแรง(จริง)ลพัธ์  F

   กระท า 

 r
   เป็นเวกเตอร์ต าแหน่งของมวล m   อา้งอิงกบั O  

 r 
   เป็นเวกเตอร์ต าแหน่งของมวล m   อา้งอิงกบั 'O  

 R


  เป็นเวกเตอร์ต าแหน่งของ 'O   อา้งอิงกบั O  

ถา้นกัศึกษาเปรียบเทียบรูป 10.2.1  กบัรูป 10.1.1  จะเห็นวา่มนัคือรูปเดียวกนั  ส่ิงท่ีต่างกนัมีเพียงแค่ 

'O   ในรูป 10.1.1 มีความเร่งเน่ืองจากการเคล่ือนท่ีในแนวตรง  ส่วน 'O ในรูป 10.2.1 มีความเร่งเน่ืองจาก

การหมุน 

 จากรูป 10.2.1 จะเห็นวา่    rRr 
     (10.2.2) 

แมจ้ะเป็นการเยิน่เยอ้  แต่เพื่อใหน้กัศึกษาเขา้ใจ  เราจะท าตามท่ีเคยท าในหวัขอ้ 10.1  คือ 

นางสาวปูซ่ึงเป็นผูส้ังเกตท่ีอยูน่ิ่งจะเห็นอตัราการเปล่ียนแปลงของ r   เป็น 

 
fixedfixedfixedfixed dt

rd

dt

Rd
rR

dt

d

dt

rd







 



































)(   (10.2.3) 

r

  

r


 

R


 

'O  

O  




 
m  

รูป 10.2.1 

เสน้ศูนยสู์ตร 

F
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สมการ(10.2.3) เป็นสมการเดียวกนักบัสมการ (10.1.2) 

นกัศึกษาดูสมการ(10.2.3)  จะเห็นวา่พจน์ 
fixed

dt

Rd










นั้นไม่ยาก  เพราะเราเขียนไดว้า่ 

kRjRiRR zyx
ˆˆˆ 


   ดงันั้นการหา 

fixed
dt

Rd










หาไดไ้ม่ยากเพราะผูส้ังเกตท่ีอยูน่ิ่งเห็นเวกเตอร์  kji ˆ,ˆ,ˆ   

ไม่ข้ึนกบัเวลา  หรือจะทิ้งไวไ้ม่หาอนุพนัธ์อนัดบัท่ีหน่ึงก็ไม่เป็นเป็นไร   เพราะเรารู้วา่เม่ือหาอนุพนัธ์อีกคร้ัง 

fixed
dt

Rd








2

2


 เป็นความเร่งของการเคล่ือนท่ีเป็นวงกลมดว้ยอตัราเร็วคงท่ี 

พจน์ท่ีเป็นปัญหาคือ  
fixeddt

rd







 


  เพราะ kzjyixr  ˆˆˆ     แต่ผูส้ังเกตท่ีอยูน่ิ่งเห็น kji  ˆ,ˆ,ˆ  

มีทิศเปล่ียนแปลงกบัเวลา   เราจึงตอ้งใชค้วามสัมพนัธ์ในภาคผนวก   ดงันั้นในเม่ือตอ้งใชค้วามสัมพนัธ์ใน

ภาคผนวก   เราจะท าตามขั้นตอนท่ีนกัศึกษามกัจะพบในหนงัสือต่างๆ  คือ 

 จากสมการ(15)  ในภาคผนวก  จะไดว้า่ อตัราการเปล่ียนแปลงของ r   สังเกตโดยผูส้ังเกตท่ีอยูน่ิ่ง

และผูส้ังเกตท่ีหมุนดว้ยความเร็วเชิงมุม    สัมพนัธ์กนัดงัน้ี 










fixed
td

rd


   r
td

rd

rot












     (10.2.4) 

 

พิจารณาพจน์ 
rotdt

rd










  เน่ืองจาก       rRr 
  ดงันั้น  จะไดว้า่ 

  
rotdt

rd










=    
rot

dt

Rd










+  
rotdt

rd







 


 

เน่ืองจาก R

   หมุนไปพร้อมกบัโลก  นายแดงซ่ึงเป็นผูส้ังเกตท่ีหมุนจะเห็นทั้งขนาดและทิศของ R


  ไม่

เปล่ียน  ถา้จะพดูใหช้ดัๆคือนายแดงจะเห็นขนาดของ R

 เท่ากบัรัศมีโลก และจะเห็นทิศของ  R

  ช้ีข้ึนบนฟ้า

ตลอดเวลา  ดงันั้น 0








rot
dt

Rd


 

จะได ้ 
rotdt

rd










=      
rotdt

rd







 


=  v      (10.2.5) 
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สมการ(10.2.4) จะเป็น      rvv


      (10.2.6) 

เม่ือ v
   คือความเร็วของมวล m   อา้งอิงกบั O  

 v

  คือความเร็วของมวล m   อา้งอิงกบั 'O  

หาอตัราการเปล่ียนแปลงของสมการ(10.2.6) สังเกตโดยผูส้ังเกตท่ีอยูน่ิ่ง  โดยใชส้มการสมการ(15)  ใน

ภาคผนวกอีกคร้ัง  จะได ้

    rvrv
dt

d

dt

vd

rotfixed





















  

   )()( rvr
dt

d

dt

vd
a

rotrot






















 
   

)()( rv
dt

rd
r

dt

d
aa

rotrot



































 

  (10.2.7) 

จากสมการ (10.2.5)  
rotdt

rd










=        v     ดงันั้นสมการ(10.2.7) จะเป็น   

  )()(2 rvr
dt

d
aa

rot























 


   (10.2.8) 

เม่ือ  a
 คือความเร่งของมวล m  อา้งอิงกบักรอบอา้งอิงเฉ่ือย  

a
 คือความเร่งของมวล m  อา้งอิงกบักรอบอา้งอิงท่ีหมุนดว้ยความเร็วเชิงมุม   

เราสนใจการหมุนของโลก  โลกหมุนดว้ยความเร็วเชิงมุมคงท่ี   คือ 0








rotdt

d


 

ดงันั้น สมการ(10.2.8) จะเป็น  

  )()(2 rvaa


      

หรือ   )()(2 rvaa


      (10.2.9) 

คูณสมการ (10.2.9) ดว้ยมวล m  
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 )()(2 rmvmamam


      (10.2.10) 

แต่  am
 เท่ากบัแรงจริง คือเท่ากบั  FFF


...21 เพราะ a อา้งอิงกบักรอบอา้งอิงเฉ่ือย   

ดงันั้น   

)()(2 rmvmFam


      (10.2.11)** 

            จากสมการ(10.2.11) นายแดงซ่ึงเป็นผูส้ังเกตท่ีอยูบ่นผวิโลกจะรู้สึกวา่มวล m  นอกจากจะมีแรงจริง 

F
   กระท าแลว้  ยงัคลา้ยกบัวา่มีแรง    )(2 vm 


    และ  )( rm


     กระท าอีกดว้ย  แต่

เน่ืองจากหาตวัผูอ้อกแรงไม่เจอ  เราจึงเรียกพจน์  )(2 vm 


    และ  )( rm


      วา่ “แรงเทียม”    

โดย พจน์   )(2 vm 


   เราเรียกวา่แรงโคริโอลิส (Coriolis  force) 

พจน์ )( rm


  เราเรียกวา่แรงหนีศูนยก์ลาง (centrifugal force) 

 สมการ (10.2.11) คือสมการท่ีเราดดัแปลงกฎการเคล่ือนท่ีขอ้ท่ีสองเพื่อใชก้บัผูส้ังเกตบนผวิโลก  ผู ้

สังเกตบนผวิโลกจะบอกวา่นอกจากจะมีแรงจริงกระท าต่อวตัถุแลว้  ยงัมีแรง(เทียม)โคริโอลิส  และแรง

(เทียม)หนีศูนยก์ลางกระท าต่อวตัถุมวล m   อีกดว้ย 

ทั้งแรงโคริโอลิสและแรงหนีศูนยก์ลาง เป็นแรงเทียมเพราะหาตวัผูอ้อกแรงไม่ได ้ แต่แมเ้ป็นแรง

เทียม  มนัจะส่งผลต่อการเคล่ือนท่ีของมวล m   เม่ือการเคล่ือนท่ีน้ีสังเกตโดยคนซ่ึงอยูบ่นผวิโลก 

 

ตัวอย่างที ่10.2.1  เราจะดูขนาดและทิศของแรง(เทียม)หนีศูนยก์ลางท่ีท าต่อวตัถุมวล m ซ่ึงอยูบ่ริเวณใกล้ๆ

ผวิโลก  ท่ีละติจูด     

ผูส้ังเกตบนซ่ึงอยูบ่นผวิโลกจะบอกวา่มีแรง(เทียม)หนีศูนยก์ลาง )( rm


    กระท าต่อวตัถุ

มวล m โดย r เป็นเวกเตอร์ต าแหน่งของมวล m   อา้งอิงกบัจุดศูนยก์ลางโลก 

ปกติแลว้เราสนใจวตัถุท่ีเคล่ือนท่ีใกล้ๆ ผวิโลก คือ  Rr


  เม่ือ R

 คือเวกเตอร์รัศมีของโลก  ดงัรูป 

ต.ย.10.2.1ก.  ดงันั้น แรงหนีศูนยก์ลางจึงเขียนไดเ้ป็น  )( Rm
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 ท่ีต  าแหน่ง A ในรูป ต.ย.10.2.1ก.  ดู R


   ก่อน  ขนาดจะเป็น   cosR   ทิศพุง่เขา้ไปใน

กระดาษ 

 )( R


    ท่ีต  าแหน่ง A  จะมีทิศไปทางซา้ยมือของเรา   โดยขนาดจะเป็น  cos2 R   เพราะ 



     ตั้งฉากกบั R


  

 )( R


   จึงมีทิศไปทางขวามือของเรา 

 ดงันั้น ท่ีต าแหน่ง A  ผูส้ังเกตบนซ่ึงอยูบ่นผวิโลกจะบอกวา่มีแรง(เทียม)หนีศูนยก์ลางขนาด 
 cos2 Rm   ทิศพุง่ออกจากแกนโลกและตั้งฉากกบัแกนโลก กระท าต่อมวล m  

 ท่ีต  าแหน่งอ่ืนๆบนผิวโลก นกัศึกษาพิจารณาดูจะเห็นวา่มีแรง(เทียม)หนีศูนยก์ลางขนาด 
 cos2 Rm   ทิศพุง่ออกจากแกนโลกและตั้งฉากกบัแกนโลกเช่นกนั  กระท าต่อมวล m  

  แรงหนีศูนยก์ลางมีค่ามากท่ีสุดท่ีบริเวณศูนยสู์ตร  และจะนอ้ยลงเม่ือขยบัเขา้ใกลข้ั้วโลก  ดงัรูป ต.ย.

10.2.1ข.  โดยแรงหนีศูนยก์ลางท่ีละติจูดเดียวกนัจะมีขนาดเท่ากนั  ไม่วา่จะเป็นละติจูดเหนือหรือละติจูดใต ้  

ตวัอยา่งเช่นท่ีละติจูด 30 องศา เหนือ  ขนาดของแรงหนีศูนยก์ลางเท่ากบัท่ีละติจูด 30 องศา ใต ้

R


 




 

)( Rm


   

รูป ต.ย.10.2.1ก. 

  

เสน้ศูนยสู์ตร 

A 
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 โลกมีรัศมีประมาณ 6 300 กิโลเมตร   ท่ีเส้นศูนยสู์ตร รัศมีโลก R

  ตั้งฉากกบั    ดงันั้น แรงหนี

ศูนยก์ลาง )( Rm


     จึงมีทิศช้ีข้ึนไปบนฟ้าสวนกบัทิศของแรงดึงดูดของโลกและมีขนาดเป็น 
Rm 2  โดย 52 103.7( mRm   เรเดียน/วนิาที)2  ( 3106300  เมตร) = 2104.3 m    เมตร/วนิาที2 

ซ่ึงนอ้ยมากเม่ือเทียบกบัแรงดึงดูดของโลก 8.9mgm  เมตร/วนิาที2   ก็คือแมแ้รงหนีศูนยก์ลางมากท่ีสุด

(ท่ีเส้นศูนยสู์ตร) ก็ยงันอ้ยมากเม่ือเทียบกบั  mg  นอกจากน้ีแรงหนีศูนยก์ลางไม่ข้ึนกบัความเร็วคลา้ยๆกบั

แรงดึงดูดของโลก  จึงเป็นการเหมาะสมท่ีเราจะเอาความเร่งหนีศูนยก์ลางไปเป็นส่วนหน่ึงของความเร่งของ

การตกอยา่งอิสระ g  

อยา่งไรก็ตามในระดบัมธัยมมกัจะถือวา่ผวิโลกเป็นกรอบอา้งอิงเฉ่ือย  ซ่ึงก็คือมกัตดัแรงหนี

ศูนยก์ลางทิ้งนัน่เอง   

 

ตัวอย่างที ่10.2.2  จงค านวณความเร่งเน่ืองจากการตกอยา่งอิสระบริเวณใกลผ้วิโลก  วา่ข้ึนกบัละติจูดอยา่งไร 

วธีิท า   ก่อนอ่ืนนกัศึกษาตอ้งรู้วา่  เราตอ้งคิดถึงผลของการหมุนของโลก  คือตอ้งมองวา่ผวิโลกเป็นกรอบ

อา้งอิงท่ีมีความเร่ง  เพราะถา้ไม่คิดผลการหมุนของโลก  ความเร่งของการตกอยา่งอิสระจะไม่ข้ึนกบัละติจูด 

 

)( Rm


   




 

)( Rm


   

ข.พึงระลึกวา่ในรูปน้ีเขียนขนาดของแรงหนีศูนยก์ลางมากเกินจริง  จึงไม่ได้

เขียนแรงดึงดูดของโลกลงไป 

เสน้ศูนยสู์ตร 
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นอกจากน้ีก็ตอ้งรู้วา่ความเร่งของการตกอยา่งอิสระหมายถึงความเร่งของวตัถุท่ีตกอยา่งอิสระ 

สังเกตโดยผูส้ังเกตบนผวิโลก  โดยไม่คิดผลของแรงโคริโอลิสและแรงตา้นอากาศ    

หรือจะกล่าวอีกอยา่งหน่ึงคือ ความเร่งของการตกอยา่งอิสระหมายถึงความเร่งของวตัถุท่ีตกอยา่ง

อิสระ สังเกตโดยผูส้ังเกตบนผวิโลก  โดยความเร่งน้ีเป็นผลจากแรงดึงดูดของโลกและแรง(เทียม)หนี

ศูนยก์ลาง  แต่ไม่คิดผลของแรงโคริโอลิสและแรงตา้นอากาศ 

 หลงัจากท่ีรู้ความหมายของความเร่งของการตกอยา่งอิสระแลว้  เราจะค านวณโดยใชก้รอบอา้งอิงท่ี

มีความเร่ง(คือผิวโลก) แต่เพื่อใหน้กัศึกษาเขา้ใจ  แมว้า่มนัจะเยิน่เยอ้ไปหน่อย  เราจะดูดงัต่อไปน้ี 

 สมมตินายแดงยนือยูบ่นพื้นผิวโลกท่ีละติจูด    มือจบักอ้นหินมวล m   ไวน่ิ้ง 

ขณะท่ีมือจบักอ้นหินอยูน้ี่  นายแดงเห็นความเร่งของกอ้นหินเป็นศูนย ์และบอกวา่แรงท่ีกระท าต่อกอ้นหินมี 

 1)แรงดึงดูดของโลก  attgm
 ทิศพุง่เขา้ไปจุดศูนยก์ลางของโลก  ระลึกวา่ 

2R

GM
gatt 
 ทิศพุง่เขา้ไป

จุดศูนยก์ลางของโลกโดย M    และ R  คือมวลและรัศมีของโลก   G   คือค่านิจโนม้ถ่วงสากล 

 2)แรงจากมือ   

 3)แรงหนีศูนยก์ลาง  )ˆ(cos2 iRm    ดงัในรูป ต.ย.10.2.2ก. 

 จากนั้น นายแดงปล่อยมือจากกอ้นหิน  ทนัทีท่ีปล่อยมือ 

นายแดงบอกวา่แรงท่ีกระท าต่อกอ้นหินมี 

 1)แรงดึงดูดของโลก  attgm
 ทิศพุง่เขา้ไปจุดศูนยก์ลางของโลก 

 2)แรงหนีศูนยก์ลาง  )ˆ(cos2 iRm     

ทนัทีท่ีปล่อยมือ นายแดงเห็นความเร็วของกอ้นหินเป็นศูนยแ์ต่ความเร่งไม่เป็นศูนย ์  เน่ืองจาก

ความเร็วเป็นศูนยจึ์งไม่มีแรงโคริโอลิสและแรงตา้นอากาศ  ความเร่ง a ท่ีนายแดงเห็นขณะน้ีคือความเร่ง

ของการตกอยา่งอิสระ  g   นัน่เอง 
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นายแดงเขียนสมการวา่   )ˆ(cos2 iRmgmam att 
     

แต่ไดก้ล่าวมาแลว้วา่  a     คือ g
    ดงันั้น 

)ˆ(cos2 iRmgmgm att 
      (1) 

 )ˆ(cos2 iRgg att 
      (2) 

หาขนาดของ g
 จาก )180cos(cos2)cos()()( 022222   RgRgg attatt  

  2/122222 }cos2)cos(){(  RgRgg attatt    (3)* 

เพื่อเป็นการเปรียบเทียบกบั g  ในตวัอยา่งท่ี 9.3.3.1 สมการ(3)เขียนอีกอยา่งหน่ึงไดเ้ป็น 
2/122222 })cos()sincos{(  RgRg att   

มุมท่ี g
 เบนไปจาก attg

  สมมติเป็นมุม    หาไดจ้ากรูป ต.ย. 10.2.2 ข.       

 

 

 

 

)ˆ(cos2 iRm   

î  

ga


  

attgm


 

รูป ต.ย.10.2.2ก. 

  

ช้ีไปทางขวา 

  

  

g  
attg  

 cos2R  

ข. 
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จากรูป ข.    
)180sin(sin

cos
0

2






 attgR

 





sincoscossinsin

cos2


 attgR

 

คูณดว้ย  sin   แลว้จดัพจน์  จะได ้  







 


 cos

cossin

1
cot

2R

gatt  

ก็คือ  
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2

cos

sincos
tan

Rg

R

att 
      (4)* 

พิจารณาสมการ(3)  คือ 

2/122222 }cos2)cos(){(  RgRgg attatt      

จากตวัอยา่งท่ี 10.2.1 เรารู้วา่ 22 104.3 R เมตร/วนิาที2  เม่ือยกก าลงัสองก็จะประมาณ 310 ซ่ึงนอ้ย

มากเม่ือเทียบกบั 2)( attg และ   22 cos2 Rgatt  เราจึงตดั 22 )cos(  R ทิ้ง  จะได ้

g 2/1222 }cos2){(  Rgg attatt   

2/1
22

}
cos2

1{
att

att
g

R
gg


          (5) 

จากการประมาณแบบ binomial  คือ 1;1)1(  xxnx n  

จะได ้   22 cosRgg att        (6)* 

สมการ(6) เป็น g   ท่ีละติจูดต่างๆท่ีนกัศึกษามกัจะพบในหนงัสือทัว่ไป 

ท่ีเส้นศูนยสู์ตร Rgg att

20    

ท่ีขั้วโลก attgg  090  
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ตัวอย่างที ่10.2.3 การค านวณน ้าหนกัโดยใชก้รอบอา้งอิงท่ีมีความเร่ง 

จงค านวณน ้าหนกั W

 ของวตัถุมวล m วา่ข้ึนกบัละติจูด    อยา่งไร   และจงหามุม    ซ่ึงเป็นมุม

ท่ี W

ท ากบัแนวด่ิง (แนวรัศมีของโลก หรือแนวของ attg

 )   

วธีิท า  เราเคยค านวณน ้าหนกัโดยใชก้รอบอา้งอิงเฉ่ือยมาแลว้ในตวัอยา่งท่ี 9.3.3.1  ในตวัอยา่งท่ี 10.2.3 น้ีเรา

จะใชก้รอบอา้งอิงท่ีมีความเร่ง(ผวิโลก)  

 ในตวัอยา่งท่ี 9.3.3.1 นกัศึกษารู้แลว้วา่  ถา้รู้ขนาดและทิศของแรง N

ท่ีจานตาชัง่ท าต่อมวล m  ก็

เท่ากบัรู้ขนาดและทิศของน ้าหนกั  W

  เราจึงจะหาขนาดและทิศของแรง N


แทน 

 สมมติมีกอ้นหินมวล  m  วางน่ิงบนจานตาชัง่บนผวิโลกท่ีละติจูด   นายแดงยนือยูบ่นพื้นโลก

ใกล้ๆ กบัตาชัง่ 

นายแดงบอกวา่แรงท่ีกระท าต่อกอ้นหินมี 

 1)แรงดึงดูดของโลก  attgm
 ทิศพุง่เขา้ไปจุดศูนยก์ลางของโลก   

 2)แรง N

ท่ีจานตาชัง่ท าต่อกอ้นหิน  โดย เบนไปจาก attg

 เป็นมุม     (นกัศึกษาท่ีไม่เขา้ใจควร

ยอ้นไปดูตวัอยา่งท่ี 9.3.3.1) 

 3)แรงหนีศูนยก์ลาง  )ˆ(cos2 iRm    ดงัในรูป ต.ย.10.2.3 

นายแดงเห็นความเร่งของกอ้นหินเป็นศูนย ์

 ให ้ r̂   และ ̂    เป็นเวกเตอร์หน่วยในแนวรัศมีโลก R  และแนวตั้งฉากกบัรัศมี R  

  ĵ   และ î   เป็นเวกเตอร์หน่วยในแนวแกนหมุนและตั้งฉากกบัแกนหมุนของโลก ดงัในรูป ต.ย.

10.2.3    
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นายแดงเขียนสมการในแนวต่างๆเป็นดงัน้ี  

ดูในแนว ;r̂    0coscos 22   RmNgm att     (1) 

ดูในแนว ;̂    0sincossin 2   RmN     (2) 

ดูในแนว ;î    0cos)cos(cos 2   RmNgm att    (3) 

ดูในแนว ;ĵ    0)sin(sin   Ngm att      (4) 

 ถา้นกัศึกษาเทียบกบัสมการ(1)ถึง(4) ในตวัอยา่งท่ี 9.3.3.1  จะเห็นวา่มนัเป็นสมการเดียวกนั  ดงันั้น

ถา้เราเลือกมาสองสมการแลว้แกส้มการ  จะไดว้า่ 

 2/122222 })cos()sincos{(  RgRmN att     (5) 
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2

cos

sincos
tan

Rg

R

att 
       (6)  

มุมท่ี N


 หรือก็คือมุมท่ีน ้าหนกั W


 เบนไปจากแนวของ attg
 ในสมการ (6) เป็นมุมเดียวกบัท่ี g   เบนไป

จากแนวของ attg
  ในตวัอยา่งท่ี 10.2.2  (สมการ 4 ตวัอยา่งท่ี 10.2.2)   

N


 

̂  

î  

r̂  

  

attgm


 
iRm ˆcos2   

ĵ  

ตรงน้ีกอ้นหินวางอยูบ่น

จานตาชัง่  

รูป ต.ย.10.2.3   

เสน้ศูนยสู์ตร 
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และในตวัอยา่งท่ี 10.2.2 เราไดว้า่  2/122222 })cos()sincos{(  RgRg att   

 ดงันั้น แมจ้ะคิดผลของแรงหนีศูนยก์ลาง เราก็ยงัคงไดค้วามสัมพนัธ์ท่ีเรารู้จกักนัดี คือ 

  น ้าหนกั  W


=    gm
  

ตัวอย่างที ่10.2.4  ลูกตุม้ฟูโกล ์ (Foucault  pendulum) 

 ในเดือนกุมภาพนัธ์ ค.ศ.1851 ฟูโกลช์าวฝร่ังเศสไดใ้ชลู้กตุม้ฟูโกลแ์สดงใหส้าธารณชนเห็นวา่โลก

หมุนรอบตวัเอง  ไม่ก่ีสัปดาห์ต่อมาเขาสร้างลูกตุม้ฟูโกล์อีกลูกท่ีโด่งดงัมาก  โดยใชล้วดยาว 67 เมตร ผกูลูก

บอลเหล็กหนกั 28 กิโลกรัม  แขวนจากโดมของอาคาร Pantheon กรุงปารีส  เพื่อให้เห็นวา่ระนาบของการ

แกวง่ของลูกตุม้เปล่ียนไปอยา่งไร  เขาลาดพื้นใตลู้กตุม้ดว้ยทรายและติดแท่งเหล็กแหลมใตลู้กเหล็ก  เหล็ก

แหลมน้ีจ้ิมลงในทราย  เม่ือลูกตุม้แกวง่ไปมา  เหล็กแหลมก็จะกรีดทรายท าใหเ้รานึกเห็นระนาบของการ

แกวง่ของลูกตุม้  โดยระนาบของการแกวง่จะเบนไปเร่ือยจนครบรอบในเวลาประมาณ 32 ชัว่โมงท่ีปารีส   

คาบของการเบนของระนาบจะสั้นท่ีสุดท่ีขั้วโลกเหนือและใต ้  โดยมีคาบประมาณ 24 ชัว่โมง   

 ท่ีบริเวณซีกโลกเหนือคนจะเห็นระนาบการแกวง่ของลูกตุม้ฟูโกลเ์บนไปในลกัษณะตามเขม็นาฬิกา   

และจะเห็นเบนทวนเขม็นาฬิกาท่ีซีกโลกใต ้

เราจะอธิบายการเบนของระนาบของการแกวง่โดยมองจากกรอบอา้งอิงท่ีมีความเร่ง 

 เราซ่ึงอยูบ่นพื้นดินจะเห็นแรงท่ีกระท าต่อลูกตุม้ฟูโกล ์ ดงัน้ี  

 แรงท่ีลวดดึงลูกเหล็ก 

 แรงดึงดูดของโลกและแรงหนีศูนยก์ลาง 

 แรงโคริโอลิส 

 เม่ือลูกตุม้ยงัอยูน่ิ่ง  คือเม่ือยงัไม่แกวง่ลูกตุม้  ลวดจะอยูใ่นแนวของแรงลพัธ์ของแรงดึงดูดของโลก

และแรงหนีศูนยก์ลาง  (แนวของ g  ใน ตวัอยา่งท่ี 10.2.2 )  ดงันั้นแรงท่ีลวดดึงลูกเหล็ก  หกัลา้งกบัแรง

ดึงดูดของโลกและแรงหนีศูนยก์ลาง 

 เม่ือลูกตุม้แกวง่  เน่ืองจากลวดยาวมาก  ลูกตุม้เคล่ือนท่ีเกือบขนานกบัพื้นราบ  เราจึงยงัคงถือไดว้า่

แรงท่ีลวดดึงลูกเหล็ก  หกัลา้งกบัแรงดึงดูดของโลกและแรงหนีศูนยก์ลาง 



 25 

 ดงันั้นเหลือแต่ผลของแรงโคริโอลิส  แต่เพื่อความเขา้ใจจะวาดรูป ต.ย.10.2.4ก. เพื่อแสดงลูกตุม้  

ทิศเหนือ ทิศช้ีข้ึนบนฟ้า  ท่ีต าแหน่งต่างๆบนโลก  ใหน้กัศึกษาดู 

 

ในท่ีน้ีตอ้งการใหน้กัศึกษาครูไดเ้ขา้ใจเพียงหลกัการ  ไม่ตอ้งค านวณโดยละเอียด  คือตอ้งการเพียง

ใหน้กัศึกษาครูไดดู้ทิศของแรงโคริโอลิสเท่านั้น  เน่ืองจากแรงโคริโอลิส คือ  )(2 vm 


   เม่ือ v  คือ

ความเร็วของมวล  m อา้งอิงกบัผวิโลก   ดงันั้นการดูทิศของแรงโคริโอลิสเราจะดูทิศของ  )( v


   ก็พอ 

 เราจะดูจากไกลๆนอกโลกก่อน  ในรูป ต.ย.10.2.4ก. นั้น มี 2 ต าแหน่งอยูท่ี่ซีกโลกใต ้ อีกต าแหน่ง

อยูท่ี่ซีกโลกเหนือ  เราจะเลือกต าแหน่งท่ีอยูท่ี่ซีกโลกเหนือมาเป็นตวัอยา่ง  จะเรียกวา่ต าแหน่ง A  

 สมมติคนบนโลกดูลูกตุม้ท่ีเคล่ือนท่ีจากใตไ้ปเหนือ  ทิศของ     และ  v  ท่ีต  าแหน่ง A เม่ือมอง

จากไกลๆนอกโลกจะเป็นดงัรูป ต.ย.10.2.4ข. 

 

 

 

 




 

เสน้ทึบคือเพดานท่ีใช้

แขวนลูกตุม้ 

  

รูป ต.ย.10.2.4 ก. มองจากท่ีไกลๆนอกโลก 

เสน้ศูนยสู์ตร ลูกศร คือทิศเหนือของคน

บนโลกท่ีต าแหน่งนั้น 

ลูกศรประ แสดงทิศช้ีข้ึนฟ้า

ของคนบนโลกท่ีต าแหน่งนั้น 

A 


  

v 
  

ข. 

เหนือ 

คนบนโลกหนัหนา้ไปตาม

ทิศการเคล่ือนท่ีของลูกตุม้ 

เห็นลูกตุม้เบนไปทางขวา ค. 

ตะวนัออก 
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 จากรูป ข. v


  มีทิศพุง่ออกจากกระดาษ  ดงันั้น v


    มีทิศพุง่เขา้ไปในกระดาษ   เม่ือดูท่ี

ต าแหน่ง A ในรูป ต.ย.10.2.4ก. ทิศพุง่เขา้ไปในกระดาษคือทิศตะวนัออก  คือคนบนโลกจะเห็นลูกตุม้เบน

ไปทางทิศตะวนัออก  หรือก็คือเม่ือคนบนโลกหนัหนา้ไปตามทิศการเคล่ือนท่ีของลูกตุม้จะเห็นลูกตุม้เบน

ไปทางขวาดงัรูป ค. 

 คราวน้ีมาดูลูกตุม้เคล่ือนท่ีจากเหนือไปใตบ้า้ง  ทิศของ       และ  v  ท่ีต  าแหน่ง A จะเป็นดงัรูป 

ต.ย.10.2.4ง. 

 

 

 

 

 

 จากรูป ง. v


  มีทิศพุง่เขา้ไปในกระดาษ  ดงันั้น v


    มีทิศพุง่ออกจากในกระดาษ   เม่ือดู

ท่ีต าแหน่ง A ในรูป ต.ย.10.2.4ก. ทิศพุง่ออกจากกระดาษคือทิศตะวนัตก  คือคนบนโลกจะเห็นลูกตุม้เบนไป

ทางทิศตะวนัตก  หรือก็คือเม่ือคนบนโลกหนัหนา้ไปตามทิศการเคล่ือนท่ีของลูกตุม้จะเห็นลูกตุม้เบนไป

ทางขวาดงัรูป จ. 

 จะเห็นวา่จากใตไ้ปเหนือหรือเหนือไปใต ้ ลูกตุม้เบนไปทางขวา  นกัศึกษาลองพิจารณาดูจะเห็นวา่

ตะวนัตกไปตะวนัออก  หรือตะวนัออกไปตะวนัตก ก็เบนไปทางขวาเหมือนเดิม เช่นกนั  หรือดูในแนวอ่ืนๆ

ก็จะเบนทางขวาเหมือนกนั  การเบนขวาตลอดก็คือระนาบของการแกวง่ของลูกตุม้หมุนตามเขม็นาฬิกา 

 ดงันั้น ระนาบของการแกวง่ของลูกตุม้ฟูโกลท่ี์ซีกโลกเหนือจะหมุนตามเขม็นาฬิกา    

พิจารณาท านองเดียวกนันกัศึกษาจะเห็นวา่ ระนาบของการแกวง่ของลูกตุม้ฟูโกลท่ี์ซีกโลกใต ้ จะ

หมุนทวนเขม็นาฬิกา    

ท่ีบริเวณเส้นศูนยสู์ตร นกัศึกษาลองดูทิศของ v


  จะเห็นวา่แรงโคริโอลิสไม่มีผลต่อระนาบ

ของการแกวง่   


  

v 
  

ง. 

ใต ้

คนบนโลกหนัหนา้ไปตามทิศ

การเคล่ือนท่ีของลูกตุม้ เห็น

ลูกตุม้เบนไปทางขวา 
จ. 

ตะวนัตก 
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ตัวอย่างที ่10.2.5  พายไุซโคลน 

 เราจะยกตวัอยา่งพายไุซโคลนท่ีเกิดบริเวณซีกโลกเหนือ 

บริเวณความกดอากาศต ่าคือพื้นท่ีท่ีมวลของอากาศไดรั้บความร้อนสูงจากดวงอาทิตย ์ ขณะท่ี

บริเวณความกดอากาศสูงคือพื้นท่ีท่ีมีมวลอากาศเยน็ 

เม่ือบริเวณความกดอากาศต ่าไดรั้บความร้อน  ความหนาแน่นของอากาศจะนอ้ยลงท าใหเ้กิดการยก

ตวัสูงข้ึน  อากาศใกล้ๆ ก็จะไหลไปแทนท่ี  ผลของแรงโคริโอลิสท าให้กระแสอากาศท่ีไหลไปแทนท่ีน้ีเบน

ไปทางขวา คลา้ยๆกบักรณีของลูกตุม้ฟูโกล ์ ดงัรูป ต.ย.10.2.5ก.   

 

 

 

 

 

แต่ท่ีต่างกบัลูกตุม้ฟูโกลคื์อ มีอากาศจากบริเวณความกดอากาศสูงดนัเขา้มาท าใหก้ระแสอากาศเบนไป

ทางซา้ยดงัรูป ข.  ซ่ึงจะเห็นวา่กระแสอากาศหมุนทวนเขม็นาฬิกา  ดงันั้นแรงโคริโอลิสท าใหพ้ายไุซโคลนท่ี

ซีกโลกเหนือหมุนทวนเขม็นาฬิกา 

 นกัศึกษาพิจารณาท านองเดียวกนัจะเห็นวา่แรงโคริโอลิสท าใหพ้ายไุซโคลนท่ีซีกโลกใตห้มุนตาม

เขม็นาฬิกา 

 

 

 

 

ลูกศรเสน้ประคือความ

กดอากาศสูงดนัเขา้ 

รูป ต.ย.10.2.5ก. 
ข. 
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ตัวอย่างที ่10.2.6      ปล่อยกอ้นหินจากยอดตึกสูง 100 เมตร ท่ีบริเวณเส้นศูนยสู์ตร เม่ือกอ้นหินตกถึงพื้นจะ

เยื้องไปทิศใด?  และเยื้องไปเท่าใด ?  

 

วธีิท า  โลกมีรัศมีประมาณ 6 300 กิโลเมตร    

ท่ีเส้นศูนยสู์ตร รัศมีโลก R

  ตั้งฉากกบั    ดงันั้น )( R


     ทิศช้ีข้ึนไปบนฟ้าสวนกบัทิศของแรง

ดึงดูดของโลก โดยมีขนาด R2 5103.7(    เรเดียน/วนิาที)2  ( 3106300  เมตร) = 2104.3     เมตร/

วนิาที2 

เราจึงยงัคงใชต้วัเลขท่ีเราใช้ๆ กนั คือ 8.9g เมตร/วนิาที2   ได ้ 

เราจะดูท่ีต าแหน่ง A เป็นตวัอยา่ง 

เพื่อความสะดวกเราใหจุ้ดก าเนิดของพิกดัฉากอยูท่ี่ยอดตึก  แกน z  ช้ีลงมาตั้งฉากกบัผวิโลก    แกน y  ช้ีไป

ทางทิศใต ้   แกน x   พุง่เขา้ไปในกระดาษ  ซ่ึงเป็นทิศตะวนัออก  ดงัรูป ต.ย  10.2.6 

นกัศึกษาควรรู้วา่การปล่อยกอ้นหินลงมาจากจุดก าเนิด  คือเม่ือเร่ิมตน้ 

0,0,0,0,0,0,0  yyxxzzt     โดยเราจะเลือกเง่ือนไขเร่ิมตน้เหล่าน้ีไปใชใ้ห้เหมาะสม 

 กอ้นหินตกไปยงัพื้นดินดว้ยอตัราเร่ง  g    ดงันั้น 




 

y  

z  

ท่ีต  าหน่ง A ตึกท่ีเขียนขนาด

เกินจริงเพ่ือใหเ้ห็นชดัๆ  
รูป ต.ย.10.2.6 

เสน้ศูนยสู์ตร 

ท่ีต  าหน่ง A ทิศตะวนัออก

พุง่เขา้ไปในกระดาษ 

A 

B 

ท่ีต  าแหน่ง B ทิศ

ตะวนัออกพุง่ออก

จากกระดาษ  
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gz        (1) 

อินทิเกรตสมการ(1) เทียบกบัเวลาได ้ 

  1Ctgz        (2) 

เม่ือเร่ิมตน้( คือ 0t  ) อตัราเร็วของกอ้นหินเป็นศูนย ์ เพราะเราปล่อยกอ้นหินลงมา  ไม่ใช่ขวา้งกอ้นหินลง

มา   ดงันั้น 

  1)0(0 Cg      จะได ้ 01 C  

สมการ(2) จะกลายเป็น  

  tgz         (3) 

อินทิเกรตสมการ(3) เทียบกบัเวลาได ้ 

  2

2

2

1
Ctgz       (4) 

เม่ือเร่ิมตน้ กอ้นหินอยูท่ี่จุดก าเนิด คือ 0z    ดงันั้น  02 C  

สมการ(4) จะกลายเป็น  

  2

2

1
tgz        (5) 

แรงโคริโอลิส คือ vm

 2    โดย v  คือ z  มีทิศตามแนว z  ดงันั้น v


 จึงมีทิศไปตาม

แกน x    คือทิศตะวนัออก   

ถา้ดูในแนวแกน x  แรงในแนวน้ี เท่ากบั มวลคูณองคป์ระกอบของความเร่งในแนวน้ี  คือ 

zmxm  2  

  zx  2       (6) 

แทนสมการ(3) ลงในสมการ (6) จะได ้

  tgx 2       (7) 
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อินทิเกรตสมการ(7) เทียบกบัเวลา   ได ้

  3

2 Ctgx        (8) 

เม่ือเร่ิมตน้  0x     ดงันั้น 03 C    สมการ(8) จะกลายเป็น 

  2tgx        (9) 

อินทิเกรตสมการ(9) เทียบกบัเวลา   ได ้

  4

3

3

1
Ctgx        (10) 

เม่ือเร่ิมตน้  0x     ดงันั้น 04 C    สมการ(10) จะกลายเป็น 

  3

3

1
tgx        (11) 

สมการ(11)แสดงการเยื้องในพจน์ของเวลา  แต่เราตอ้งการดูการเยื้องในพจน์ของความสูง  โดยอาศยัสมการ

(5)  จะไดว้า่ 

 3
2

2

9

8
z

g
x


        (12) 

แทนค่า 5103.7    เรเดียนต่อวนิาที  ,   8.9g  เมตร/วนิาที2 ,  100z   เมตร 

จะได ้  2102.2 x    เมตร    คือกอ้นหินจะตกถึงพื้นโดยเยื้องไปทางทิศตะวนัออก 2.2 เซนติเมตร  ตอบ 

ถา้ดูท่ีต าแหน่ง B นกัศึกษาจะเห็นวา่ v

 จึงมีทิศไปพุง่ออกจากกระดาษ ซ่ึงก็คือกอ้นหินจะ

เยื้องไปทางทิศตะวนัออกเช่นกนั  

และถา้นกัศึกษาลองนึกดูจะเห็นวา่  ไม่ตรงไหนของเส้นศูนยสู์ตร  กอ้นหินท่ีตกลงมาจะเยื้องไปทาง

ทิศตะวนัออกทั้งนั้น   

นกัศึกษาจะเห็นวา่การเยื้องไม่มากนกั  ดงันั้นในโจทยก์ารเคล่ือนท่ีของโปรเจกไทลใ์นระดบัมธัยม

ปลาย  เช่นการขวา้งกอ้นหินไปในอากาศ  ซ่ึงอตัราเร็วของกอ้นหินไม่มากนกัและลอยอยูใ่นอากาศไม่นาน  

เราจึงไม่คิดการเบน(เยื้อง)เน่ืองจากแรงโคริโอลิส    แต่ในการยงิปืนใหญ่ซ่ึงกระสุนมีความเร็วสูงและลอย

ในอากาศนานๆ  จ าเป็นตอ้งคิดการเบนเน่ืองแรงโคริโอลิส  ไม่เช่นนั้นลูกกระสุนปืนใหญ่จะไม่ตกใส่ขา้ศึก   
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ภาคผนวก 

ความสัมพนัธ์ระหว่างอตัราการเปลีย่นแปลงของเวกเตอร์สังเกตโดยผู้สังเกตทีอ่ยู่น่ิง 

และผู้สังเกตทีอ่ยู่บนผวิโลก 

 ปกติแลว้ในหนงัสือต่างๆมกัจะหาความสัมพนัธ์ระหวา่งอตัราการเปล่ียนแปลงของเวกเตอร์สังเกต

โดยผูส้ังเกตท่ีอยูน่ิ่งและผูส้ังเกตท่ีหมุน   คือจะไม่ระบุวา่กรอบท่ีหมุนเป็นกรอบท่ีติดอยูบ่นผวิโลก  แมว้า่

มนัจะใชไ้ดอ้ยา่งครอบคลุมแต่นกัศึกษาอาจมีความสงสัยเร่ือง “แกนหมุน” ดงันั้นในภาคผนวกน้ีเราจึงจะ

ระบุไปเลยวา่  กรอบอา้งอิงท่ีหมุนคือกรอบอา้งอิงท่ีติดอยูบ่นผวิโลก     

เพื่อความสะดวกในการอ่านและการพิมพ ์ ในภาคผนวกเราจะใหพ้ิกดั zyx  เป็นพิกดัท่ีติดอยูบ่นผวิ

โลก หรือก็คือเป็นกรอบอา้งอิงท่ีมีความเร่งเน่ืองจากการหมุน 

 สมมติมีพิกดัสองพิกดั  พิกดัแรกคือ XYZ  เป็นพิกดัท่ีอยูน่ิ่ง มีจุดก าเนิดอยูท่ี่ก่ึงกลางโลก เวกเตอร์

หน่วยของพิกดัน้ี คือ JI ˆ,ˆ     และ K̂   ผูส้ังเกตท่ีติดกบัพิกดัน้ีเป็นผูส้ังเกตท่ีอยูน่ิ่ง  

อีกพิกดัคือ  zyx  ซ่ึงมีเวกเตอร์หน่วยคือ ji ˆ,ˆ   และ k̂   พิกดัน้ีจะติดอยูท่ี่ใดก็ไดบ้นผวิโลก  และจะ

เอียงอยูอ่ยา่งไรก็ได ้ เน่ืองจากติดอยูบ่นผิวโลกพิกดัน้ีจึงหมุนไปพร้อมกบัโลกดว้ยความเร็วเชิงมุม   ซ่ึง

เป็นความเร็วเชิงมุมของโลก ดงัรูป 1  ผูส้ังเกตท่ีติดกบัพิกดั zyx  น้ีเป็นผูส้ังเกตท่ีหมุน 

  

 

ให ้ A

 เป็นเวกเตอร์ใดๆ   

k̂  
ĵ  

î  

x  

y  
z  




 

X  
Y  

Z  

A


 

รูป 1 
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เราสามารถเขียนเวกเตอร์ A

    ในองคป์ระกอบของพิกดั XYZ   หรือ zyx   ก็ได ้ โดยเขียนไดเ้ป็น 

  KAJAIAA ZYX
ˆˆˆ 


    (1) 

หรือ  kAjAiAA zyx
ˆˆˆ 


     (2) 

เม่ือ YX AA ,  และ ZA เป็นองคป์ระกอบของ A

  ในแนว JI ˆ,ˆ   และ K̂     ตามล าดบั 

(นกัศึกษาสังเกตวา่ตวัห้อย YX ,  และZ     นั้น เขียนดว้ยตวัอกัษรใหญ่  ) 

และ yx AA ,  และ zA เป็นองคป์ระกอบของ A

  ในแนว ji ˆ,ˆ   และ k̂     ตามล าดบั 

(นกัศึกษาสังเกตวา่ตวัห้อย yx,  และ z     นั้น เขียนดว้ยตวัอกัษรเล็ก  ) 

 แมว้า่มนัจะเป็นการเยิน่เยอ้  แต่เพื่อความเขา้ใจของนกัศึกษา  เราจะดูอตัราการเปล่ียนแปลงของ

เวกเตอร์ A

 ดงัต่อไปน้ี 

---ถา้ดูจากสมการ(1) ผูส้ังเกตท่ีอยูใ่นกรอบ zyx   จะเห็นอตัราการเปล่ียนแปลงของเวกเตอร์ A

  เป็นดงัน้ี 

rot
dt

Ad










rot

ZYX KAJAIA
dt

d








 )ˆˆˆ(  

rot

X

rot

X

dt

Id
AI

dt

dA
























ˆ
ˆ

rot

Y

rot

Y

dt

Jd
AJ

dt

dA
























ˆ
ˆ

rot

Z

rot

Z

dt

Kd
AK

dt

dA
























ˆ
ˆ

   (3) 

ในหวัขอ้ 9.1.6.1  นกัศึกษาไดเ้ห็นแลว้วา่อนุพนัธ์เทียบกบัเวลาของสเกลาร์  ไม่ข้ึนกบักรอบอา้งอิง  โดย

อนุพนัธ์เทียบกบัเวลาท่ีไม่ข้ึนกบักรอบอา้งอิงน้ีเราจะเขียนจุดอยูบ่นสเกลาร์ เราจึงจะเขียนสมการ(3) สั้นๆ

เป็น 

rot
dt

Ad










IAX
ˆ JAY

ˆ KAZ
ˆ

rot

X
dt

Id
A 















ˆ

rot

Y
dt

Jd
A 















ˆ

rot

Z
dt

Kd
A 















ˆ

  (4) 

สมการท่ี(4) คืออตัราการเปล่ียนแปลงของเวกเตอร์ A

 สังเกตโดยผูส้ังเกตท่ีอยูใ่นกรอบอา้งอิงท่ีหมุน  แมเ้รา

จะเขียนสมการออกมาได ้ แต่เราไม่ไดน้ ามนัไปใชป้ระโยชน์ 

---ถา้ดูจากสมการ(2) ผูส้ังเกตท่ีอยูใ่นกรอบ zyx  จะเห็นอตัราการเปล่ียนแปลงของเวกเตอร์ A

  เป็นดงัน้ี 
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rot
dt

Ad










rot

zyx kAjAiA
dt

d








 )ˆˆˆ(  

rot

x

rot

x

dt

id
Ai

dt

dA





















ˆ
ˆ

rot

y

rot

y

dt

jd
Aj

dt

dA






















ˆ
ˆ

rot

z

rot

z

dt

kd
Ak

dt

dA
























ˆ
ˆ

         (5) 

rot
dt

Ad










iAx
ˆ

rot

x
dt

id
A 












ˆ
jAy
ˆ

rot

y
dt

jd
A 












ˆ
kAz
ˆ

rot

z
dt

kd
A
















ˆ

  (6) 

ผูส้ังเกตท่ีอยูใ่นกรอบอา้งอิงท่ีหมุน  เขาอยูติ่ดกบัแกน xyz  ไม่วา่แกน xyz จะเคล่ือนท่ีอยา่งไรก็ตาม  เขาจะ

เห็นเวกเตอร์หน่วย kji ˆ,ˆ,ˆ   คงท่ี  อนุพนัธ์ของเวกเตอร์หน่วยในสมการ(6) จึงเป็นศูนย ์  สมการ(6) จะเหลือ 

rot
dt

Ad










iAx
ˆ jAy

ˆ kAz
ˆ       (7) 

สมการท่ี(7) คืออตัราการเปล่ียนแปลงของเวกเตอร์ A

 สังเกตโดยผูส้ังเกตท่ีอยูใ่นกรอบอา้งอิงท่ีหมุน  (หรือ

พดูใหค้รอบคลุมกวา่น้ีคือผูส้ังเกตท่ีมีความเร่ง) เม่ือเราจะบรรยายอตัราการเปล่ียนแปลงของเวกเตอร์ A

 

สังเกตโดยผูส้ังเกตท่ีมีความเร่ง  เรามกัใชส้มการน้ี 

---คราวน้ีมาดูผูส้ังเกตท่ีอยูน่ิ่งกนับา้ง  ถา้ดูจากสมการ(1) ผูส้ังเกตท่ีอยูน่ิ่งจะเห็นอตัราการเปล่ียนแปลงของ

เวกเตอร์ A

  เป็นดงัน้ี 

fixed
dt

Ad










fixed

ZYX KAJAIA
dt

d








 )ˆˆˆ(  

fixed

X

fixed

X

dt

Id
AI

dt

dA
























ˆ
ˆ

fixed

Y

fixed

Y

dt

Jd
AJ

dt

dA
























ˆ
ˆ

fixed

Z

fixed

Z

dt

Kd
AK

dt

dA
























ˆ
ˆ

 

fixed
dt

Ad










fixed

XX
dt

Id
AIA
















ˆ
ˆ

fixed

YY
dt

Jd
AJA 















ˆ
ˆ

fixed

ZZ
dt

Kd
AKA 















ˆ
ˆ       (8) 

            

ผูส้ังเกตท่ีอยูน่ิ่งติดกบัแกน XYZ  เขาเห็นเวกเตอร์หน่วย KJI ˆ,ˆ,ˆ   คงท่ี  อนุพนัธ์ของเวกเตอร์หน่วยใน

สมการ(8) จึงเป็นศูนย ์  สมการ(8) จะเหลือ 
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fixed
dt

Ad










 IAX
ˆ JAY

ˆ KAZ
ˆ       (9) 

สมการท่ี(9) คืออตัราการเปล่ียนแปลงของเวกเตอร์ A

 สังเกตโดยผูส้ังเกตท่ีอยูน่ิ่ง  เม่ือเราจะบรรยายอตัรา

การเปล่ียนแปลงของเวกเตอร์ A

 สังเกตโดยผูส้ังเกตท่ีอยูน่ิ่ง  เรามกัใชส้มการน้ี 

---ต่อไปจะเป็นการดูจากสมการ(2) ซ่ึงนกัศึกษาจะเห็นวา่เราจะไดค้วามสัมพนัธ์ท่ีเราจะน าไปใชป้ระโยชน์ 

ถา้ดูจากสมการ(2) ผูส้ังเกตท่ีอยูน่ิ่งจะเห็นอตัราการเปล่ียนแปลงของเวกเตอร์ A

  เป็นดงัน้ี 

fixed
dt

Ad










fixed

zyx kAjAiA
dt

d








 )ˆˆˆ(  

fixed

x

fixed

x

dt

id
Ai

dt

dA





















ˆ
ˆ

fixed

y

fixed

y

dt

jd
Aj

dt

dA






















ˆ
ˆ

fixed

z

fixed

z

dt

kd
Ak

dt

dA
























ˆ
ˆ

 

fixed
dt

Ad










fixed

xx
dt

id
AiA 












ˆ
ˆ

fixed

yy
dt

jd
AjA 












ˆ
ˆ

fixed

zz
dt

kd
AkA
















ˆ
ˆ    

 

fixed
dt

Ad










iAx
ˆ(  jAy

ˆ )k̂Az
 +

fixed

x
dt

id
A 









 ˆ

fixed

y
dt

jd
A 












ˆ

fixed

z
dt

kd
A
















ˆ
(10) 

        

 ทางขวามือของเคร่ืองหมายเท่ากบัในสมการ(10)นั้นแบ่งไดเ้ป็น 2 กลุ่ม กลุ่มแรก

คือ kAjAiA zyx
ˆˆˆ      และกลุ่มท่ีสองคือ 

fixed

x
dt

id
A 









 ˆ

fixed

y
dt

jd
A 












ˆ

fixed

z
dt

kd
A
















ˆ
     

กลุ่มแรกก็คือสมการ(7) ซ่ึงความหมายคือ อตัราการเปล่ียนแปลงของเวกเตอร์ A

 สังเกตโดยผูส้ังเกตท่ีอยูใ่น

กรอบอา้งอิงท่ีหมุน  ซ่ึงเราจะใชส้ัญลกัษณ์วา่  
rot

dt

Ad










ดงันั้น สมการ(10) จะเป็น   

fixed
dt

Ad










rot
dt

Ad












+
fixed

x
dt

id
A 









 ˆ

fixed

y
dt

jd
A 












ˆ

fixed

z
dt

kd
A
















ˆ
  (11)  
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 ส าหรับกลุ่มท่ีสอง  ก่อนอ่ืนเราจะหา 
fixed

dt

id









 ˆ
,  

fixed
dt

jd









 ˆ
 และ  

fixed
dt

kd












 ˆ
 

ดู 
fixed

dt

id









 ˆ
ซ่ึงความหมายคืออตัราการเปล่ียนแปลงของ î  สังเกตโดยผูส้ังเกตท่ีอยูน่ิ่ง  เน่ืองจาก  

î  เป็นเวกเตอร์หน่วย  ขนาดของมนัเท่าเดิมตลอดคือหน่ึงหน่วย  มีแต่ทิศของมนัเท่านั้นท่ีเปล่ียน  ท่ีทิศ

เปล่ียนเพราะแกน zyx   หมุน  ผูส้ังเกตท่ีอยูน่ิ่งจึงเห็นทิศของ î  เปล่ียนไป  เราจะหาอตัราการเปล่ียนแปลง

ของ î      

รูป 2  แสดง เวกเตอร์หน่วย î  ท่ีเวลา t  ใดๆ   เรามองไดว้า่ เวกเตอร์หน่วย î  หมุนรอบ “แกนหมุน” ท่ีผา่น

หางของ î  ดว้ยความเร็วเชิงมุมเดียวกบัท่ีโลกหมุน คือ   (ดูหมายเหตุ)    ใหมุ้มท่ี î  ท  ากบั “แกนหมุน” คือ  

  ซ่ึงมุมน้ีอาจมีค่าใดๆก็ได ้ไม่จ  าเป็นตอ้งเป็นมุมฉาก  นกัศึกษาพิจารณาดูจะเห็นวา่รัศมีการกวาดท่ี î  กวาด

รอบแกนหมุนคือ   sinsinˆ i  ทั้งน้ีเพราะ  î มีขนาดหน่ึงหน่วย  

 

เม่ือเวลาผา่นไปเล็กนอ้ย  t  เวกเตอร์หน่วย î จะเปล่ียนไปเล็กนอ้ย  î  ดงัในรูป 3  นกัศึกษา

พิจารณาดูจะเห็นวา่ถา้  t  ไม่ยา่งเขา้สู่ศูนย ์ ทิศของ  î  จะเกือบพุง่เขา้ไปในกระดาษ  แต่ถา้ t  ยา่งเขา้สู่

ศูนย ์ ทิศของ  î  จะพุง่เขา้ไปในกระดาษ  แต่เน่ืองจากเราเขียนรูป  î  พุง่เขา้ไปในกระดาษไม่ได ้ 

นกัศึกษาจึงตอ้งจินตนาการเอาจากรูป 3 พึงระลึกวา่รูป 3 น้ี  เป็นรูปท่ีผูส้ังเกตท่ีอยูน่ิ่งเห็น    

  

î ท่ีเวลา t  




 

  

“แกนหมุน” 

รัศมีการกวาดรอบแกนหมุน 

รูป 2 ในรูปตั้งใจวาดใหเ้ห็นวา่เวกเตอร์หน่วยกบัแกนหมุนไม่ไดต้ั้งฉากกนั 
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พิจารณาดูจะเห็นวา่ 

ขนาดของ î   (รัศมีการกวาดรอบแกนหมุน) คูณ (ขนาดของความเร็วเชิงมุม) คูณ (เวลาท่ีเปล่ียนไป) 

คือ ขนาดของ î       ti 


sinˆ    =  ti  ˆ
  

หารดว้ย t จะได ้ )ˆ(
ˆ

i
t

i






  

ถา้ใหลิ้มิตของ t   ยา่งเขา้สู่ศูนย ์ ทางซา้ยมือจะกลายเป็น 
fixed

dt

id









 ˆ
 ซ่ึงมีทิศพุง่เขา้ไปในกระดาษ 

นกัศึกษาจะเห็นวา่ทั้งขนาดและทิศของ 
fixed

dt

id









 ˆ
เป็นขนาดและทิศของ î

  

ดงันั้น   i
dt

id

fixed

ˆ
ˆ












        (12) 

ท านองเดียวกนั  จะได ้ j
dt

jd

fixed

ˆ
ˆ












      (13) 

และ  k
dt

kd

fixed

ˆ
ˆ
















       (14) 

จากสมการ (12) (13)  และ (14) จะไดว้า่  

 
fixed

x
dt

id
A 









 ˆ

fixed

y
dt

jd
A 












ˆ

fixed

z
dt

kd
A
















ˆ
 

î ท่ีเวลา t  




 

î ท่ีเวลา tt    

î  

“แกนหมุน” 

รัศมีการกวาดรอบแกนหมุน 

รูป 3 จริงๆแลว้ î เกือบพุง่เขา้ไปในกระดาษ 
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  =   )ˆˆˆ(ˆˆˆ kAjAiAkAjAiA zyxzyx  
   =  A


    

ดงันั้น  สมการ (11) จะเป็น 

fixed
dt

Ad










rot
dt

Ad












+ A


      (15)* 

สมการ(15) เป็นสมการท่ีเราจะน าไปใช ้ ถา้จะกล่าวเป็นค าพดูก็คือ  “ส าหรับกรอบอา้งอิงสองกรอบ  

กรอบหน่ึงอยูน่ิ่ง  อีกกรอบหน่ึงติดอยูบ่นผวิโลกซ่ึงหมุนดว้ยความเร็วเชิงมุม   อตัราการเปล่ียนแปลงของ

เวกเตอร์ A

  ใดๆ  อา้งอิงกบักรอบท่ีอยูน่ิ่ง   จะเท่ากบัอตัราการเปล่ียนแปลงของเวกเตอร์ A


  อา้งอิงกบั

กรอบท่ีติดบนผวิโลก  บวกกบั A


   ” 

 นกัศึกษาควรดูการพิสูจน์ใหเ้ขา้ใจสักคร้ังก็พอ  จากนั้นก็จ  าสมการ(15)ไปใชเ้ลย 

 

หมายเหตุ    นกัศึกษาอาจคิดวา่เม่ือโลกหมุน แกนหมุนคือแกนกลางของโลกแต่เพียงแกนเดียวซ่ึงเป็นความ

เขา้ใจท่ีคลาดเคล่ือน  เพื่อท่ีจะไดเ้ขา้ใจค าวา่ “แกนหมุน” ในรูป 2 นกัศึกษาลองดูการหมุนของโลกในรูป 4 

 

C   
C  

B  




 

B   

C  

ภูเขา 

รูป 4 

B  

เสน้ศูนยสู์ตร 
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เพื่อใหม้องเห็นภาพอยา่งชดัเจน  ในรูป 4 เราเร่ิมดว้ยการสมมติวา่ CB  คือแกนลวดท่ีเสียบติดกบั

โลกไปตามแกนกลางของโลก    BC    และ BC    ก็เป็นแกนลวดท่ีเสียบติดกบัโลกและขนานกบัแกน 

CB    

ในเวลา 1 วนั ถา้ผูส้ังเกตท่ีอยูน่อกโลกเห็นภูเขาหมุนรอบแกน CB   หน่ึงรอบในทิศทวนเขม็นาฬิกา  

ในเวลา 1 วนัเขาก็จะเห็นภูเขาหมุนรอบแกน BC    หน่ึงรอบในทิศทวนเขม็นาฬิกา   และเห็นภูเขาหมุนรอบ

แกน BC  หน่ึงรอบในทิศทวนเขม็นาฬิกา เช่นกนั  (นกัศึกษาท่ีไม่เขา้ใจอ่านเพิ่มเติมไดใ้น “การหมุนใน

ระนาบ” ท่ีเวบ็ไซตภ์าควชิาฟิสิกส์ มหาวทิยาลยัศิลปากร) 

เม่ือวตัถุแขง็เกร็งหมุน  การก าหนดทิศของความเร็วเชิงมุมเขาตกลงกนัวา่  ก ามือขวาให้น้ิวทั้งส่ี

(น้ิวช้ี กลาง นาง กอ้ย)ไปตามการหมุน  ทิศท่ีหวัแม่มือช้ีให้เป็นทิศของความเร็วเชิงมุม โลกหมุนจาก

ตะวนัตกไปตะวนัออก  ดงันั้นทิศของความเร็วเชิงมุมของโลก     ไม่วา่รอบแกนหมุนCBหรือ BC   หรือ  

BC    จึงมีทิศช้ีข้ึนขา้งบนดงัในรูป 4  โดยมีขนาด  
)60)(60)(24(

2
 5103.7    เรเดียนต่อวนิาที    

แต่เน่ืองจากหนงัสือต่างๆนิยมวาด   ไวต้รงแกนโลก  รูป 4 จึงวาดไวต้รงแกนโลกเช่นกนั 

 ซ่ึงก็คือเรามองไดว้า่โลกหมุนรอบแกน CB   หรือ  BC     หรือ BC    ดว้ยความเร็วเชิงมุม     
เดียวกนั  คือมีขนาดเป็น 5103.7    เรเดียนต่อวนิาที    ทิศช้ีข้ึนไปตามแกนโลก 

คราวน้ีถอดแกนลวดออกจากโลก  แต่จินตนาการแทนวา่มีแกนท่ีเสียบติดกบัโลกไปตามแนว   CB   

หรือ  BC     หรือ BC    หรืออ่ืนๆอีกนบัไม่ถว้นแกนท่ีติดไปกบัโลกและขนานกบัCB   แกนเหล่าน้ีลว้น

แลว้แต่เป็นแกนท่ีโลกหมุนรอบดว้ยความเร็วเชิงมุมเดียวกนั   เม่ือยอ้นไปดูรูป 2 ซ่ึงกรอบอา้งอิงหมุนดว้ย

ความเร็วเชิงมุม     ค  าวา่  “แกนหมุน”  จึงหมายถึงแกนในจินตนาการท่ีผา่นหางของเวกเตอร์หน่วย  î   เรา

จึงพิจารณาไดว้า่เวกเตอร์หน่วย î   หมุนรอบแกนน้ีดว้ยความเร็วเชิงมุม   ดงัท่ีไดพ้ิจารณาในรูป 2 

 

---------------------------------------- 

 


