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ค าน า 

 นานมาแลว้เม่ือคร้ังท่ีผูเ้ขียนยงัไม่เกษียณอายุราชการ    ในการอบรมครูฟิสิกส์คร้ังหน่ึงไดมี้โอกาส

ถามครูท่านหน่ึงว่าสงสัยเร่ืองอะไรมากท่ีสุด    ครูท่านนั้นตอบว่าการหมุน  อ่านหลายรอบแลว้ก็ไม่เขา้ใจ    

ความเห็นน้ีคลา้ยกบัครูอีกหลายท่าน  บางคนถึงกบับอกวา่ควรตดัออกจากหลกัสูตรระดบัมธัยมปลายเพราะ

ยากเกินกวา่ท่ีเด็กนกัเรียนจะเขา้ใจ  ส่ิงท่ีผูเ้ขียนรู้สึกไม่แน่ใจคือเน้ือหามนัยากหรือวา่ครูไม่ไดรั้บการอธิบาย

ให้ฟังอย่างแจ่มแจ้ง   หรือทั้งสองอย่างผสมกัน   อย่างไรก็ตามผูเ้ขียนเช่ือว่ามีครูจ านวนมากเป็นครูท่ีมี

ศกัยภาพ  แต่พวกเขาเหล่านั้นไม่เขา้ใจเพราะไม่เคยฟังการอธิบายในแบบท่ีจะให้เขา้ใจ  ดงันั้นเม่ือภาควิชา

ฟิสิกส์มหาวิทยาลยัศิลปากรไดร่้วมกบัคณะศึกษาศาสตร์เปิดหลกัสูตรครูฟิสิกส์ซ่ึงในขณะน้ี(มีนาคม 2562)

มีนกัศึกษา 2 รุ่น แมใ้นหลกัสูตรปรับปรุงใหม่(2560) จะไม่มีเร่ืองการหมุนแต่ส าหรับครูท่ีติวค่าย 1 ฟิสิกส์

โอลิมปิกจะตอ้งรู้เร่ืองการหมุน  ผูเ้ขียนจึงเรียบเรียงและเขียนเอกสารประกอบการเรียนเร่ือง “การหมุนใน

ระนาบ” น้ีข้ึนมา  นอกจากครูฟิสิกส์แลว้ยงัหวงัวา่จะเป็นประโยชน์แก่นกัศึกษา วท.บ ฟิสิกส์และนกัเรียน

มธัยมท่ีสนใจฟิสิกส์อีกดว้ย  เพื่อให้หาอ่านไดง่้ายจึงลงไวใ้นเวบ็ไซตข์องภาควิชาฟิสิกส์ คณะวิทยาศาสตร์ 

มหาวทิยาลยัศิลปากร   

การหมุนในระนาบเป็นการหมุนอยา่งง่ายท่ีจุดใดๆบนวตัถุจะเคล่ือนท่ีในระนาบหน่ึง  หรือก็คือทิศ

ของของเร็วเชิงมุมไม่เปล่ียนแนวตลอดเวลาในการหมุน   การหมุนแบบน้ีเป็นการหมุนท่ีเรียนในระดบั

มธัยมศึกษาและเรียนอีกคร้ังในชั้นปีท่ี 1 ของมหาวทิยาลยั  วธีิหลกัๆท่ีใชแ้กปั้ญหาของการหมุนในระนาบ

จะมี 3 วธีิคลา้ยๆกบัของการเคล่ือนท่ีแบบเล่ือนท่ีคือ ก)ใชก้ฎการเคล่ือนท่ีขอ้ท่ีสองซ่ึงมีสมการคือ  I  

ข)ใชง้าน-พลงังาน รวมทั้งกฎการอนุรักษพ์ลงังาน ค) ใชก้ารดลเชิงมุม-โมเมนตมัเชิงมุม รวมทั้งกฎการ

อนุรักษโ์มเมนตมัเชิงมุม   

 หนงัสือส่วนใหญ่ใชว้ธีิง่ายๆในการหาท่ีมาของสมการ  I    คงเป็นเพราะไม่ตอ้งการใชว้ิธีท่ี

ยดืยาวและซบัซอ้น  แต่ความง่ายท าใหข้าดความแจ่มแจง้  ตวัอยา่งเช่น 

1. ไม่รู้วา่จุดอา้งอิงท่ีตนเองใชอ้ยูน่ั้นเป็นจุดท่ีติดไปกบัวตัถุหรืออยูน่อกวตัถุ  

2. ท าไมจึงใชส้มการ  I   กบัการหมุนของลูกข่างไม่ได ้

3. ท าไมในโจทยจึ์งมกัเป็นวตัถุสม ่าเสมอ  เช่นทรงกระบอกสม ่าเสมอ  ทรงกลมสม ่าเสมอ ถา้ไม่

สม ่าเสมอจะเป็นอยา่งไร  



4. ท าไมจึงมกัเขียนรูปวตัถุและแรงเป็นรูปแบนในระนาบของกระดาษทั้งท่ีจริงๆแลว้วตัถุมี 3 มิติและ 

แรงท่ีกระท าต่อวตัถุอาจกระจายตามต าแหน่งของวตัถุ   ตวัอยา่งเช่นทรงกระบอกกล้ิงลงมาตามพื้นเอียง  

แรงเสียดทานท่ีพื้นเอียงกระท าต่อทรงกระบอกกระจายตามผวิสัมผสัท่ีทรงกระบอกแตะกบัพื้นเอียง  แต่

เรารวมแรงเสียดทานทั้งหมดเป็นแรงเดียวแลว้เขียนแรงรวมน้ีลงในกระดาษ    และเขียนทรงกระบอก

เป็นเพียงแค่จานกลมในกระดาษ 

5. ทิศของโมเมนตมัเชิงมุมช้ีทิศเดียวกบัความเร็วเชิงมุมเสมอไปหรือไม่ 

6. ขนาดของโมเมนตมัเชิงมุม IL  เสมอไปหรือไม่ 

ขอ้บกพร่องอีกอยา่งหน่ึงท่ีผูเ้ขียนเห็นวา่เป็นเร่ืองส าคญัคือการใชว้ิธีง่ายๆในการหาท่ีมาของสมการ 

 I    ท  าให้นกัศึกษาไม่มีพื้นฐานท่ีจะน าไปสู่สมการการเคล่ือนท่ีของออยเลอร์ซ่ึงเป็นสมการหลกัใน

การแกปั้ญหาการหมุนของวตัถุแข็งเกร็งของทั้งทางฟิสิกส์และวิศวกรรม  ยิ่งไปกว่านั้นนกัศึกษาจะสับสน

กบัความรู้เดิมของวิธีง่ายๆเม่ือเขาเร่ิมเรียนสมการการเคล่ือนท่ีของออยเลอร์   เม่ือคร้ังท่ีผูเ้ขียนเขียนต ารา 

“กลศาสตร์”ก็เคยลงัเลใจวา่จะเลือกวิธีใดในการหาท่ีมาของสมการ  I    และไดเ้ลือกวิธีกลางๆไม่ให้

ซับซ้อนนัก  แต่ภายหลังพบว่าทั้ งวิธีง่ายๆของหนังสือทั่วไปและวิธีกลางๆท่ีเคยเลือก  ไม่น่าเป็นวิธีท่ี

เหมาะสม  ปัจจุบนัผูเ้ขียนคิดวา่วิธีในการหาท่ีมาของสมการ  I  ท่ีทั้งรัดกุมและใช้เป็นฐานความรู้ได้

คือวิธีการหาสมการการเคล่ือนท่ีของออยเลอร์  โดยทั่วไปแล้วหนังสือต่างๆมกัท าในรายละเอียดของ

คณิตศาสตร์แต่ไม่บรรยายภาพทางฟิสิกส์ประกอบ   ท าให้ผูอ่้านรู้สึกว่ามนัเป็นเร่ืองยากกว่าท่ีควรจะเป็น   

ทั้งท่ีอนัท่ีจริงแลว้มนัเป็นเพียงแต่การท าคณิตศาสตร์ไปตรงๆ   ขอแนะน าวา่ควรดูในรายละเอียดในการท า

คณิตศาสตร์ให้เขา้ใจสักคร้ังก็พอ  โดยส่วนส าคญัท่ีจะน าไปใชน้ั้นอยูใ่นสรุป  ในการสอนครูควรเลือกสอน

ให้เหมาะกบันกัเรียนและอาจขา้มรายละเอียดของคณิตศาสตร์เพราะใชเ้วลามาก  ครูไม่จ  าเป็นตอ้งสอนทุก

อย่างท่ีตนเองรู้เพราะนักเรียนส่วนใหญ่อาจฟังไม่รู้เร่ือง     อน่ึง เอกสารน้ีไม่ได้เน้นแบบฝึกหัด  ผูอ่้าน

สามารถใชแ้บบฝึกหดัจากหนงัสือเล่มอ่ืน   

เพื่อประโยชน์ของนกัเรียนนกัศึกษา  ผูอ่้านท่ีพบเห็นขอ้ผิดพลาดสามารถใหค้  าแนะน าท่ีถูกตอ้งหรือ

คิดวา่ถูกตอ้งไดใ้นเวบ็ไซตข์องภาควชิาฟิสิกส์ 

ขอขอบคุณ ดร.ดุจดาว  จารุจิตติพนัธ์ ท่ีไดช่้วยตรวจทานเอกสารเล่มน้ี 

     ผศ.ดร.ธีระพนัธ์ุ  สันติเทวกุล    
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การหมุนในระนาบ 

(Plane  Rotation, ฉบับของอาจารย์ภาควชิาฟิสิกส์) 

  การหมุนในระนาบเป็นการหมุนของวตัถุแขง็เกร็งท่ีจุดใดๆบนวตัถุจะเคล่ือนท่ีในระนาบ  หรือ

กล่าวอีกอยา่งหน่ึงคือทิศของความเร็วเชิงมุมจะอยูใ่นแนวเดิมตลอดเวลา  ตวัอยา่งเช่นการหมุนของคานรอบ

แกนตรึง การกล้ิงไปตรงๆแบบไม่เล้ียวของทรงกระบอก หรือทรงกลม  เป็นตน้  ส่วนการหมุนท่ีไม่ใช่การ

หมุนในระนาบเช่นการกล้ิงของกรวย  การหมุนของลูกข่าง    

 ในเอกสารน้ีอนุพนัธ์เทียบกบัเวลาอาจเขียนสั้นๆโดยใชจ้  านวนจุดบอกอนัดบัของอนุพนัธ์  

ตวัอยา่งเช่น 
td

Ld


  เขียนสั้นๆเป็น L

  หรือ 

2

2

td

rd

  เขียนสั้นๆเป็น r   เป็นตน้   เน่ืองจากนกัศึกษาอาจไม่คุน้

ชินกบัสมบติับางประการของจุดศูนยก์ลางมวล(CM) และการใช ้summation  จึงจะกล่าวถึงพร้อมยกตวัอยา่ง

ง่ายๆใหเ้ห็น  อนัท่ีจริงแลว้จุดศูนยก์ลางมวลมีสมบติัเฉพาะตวัหลายอยา่ง  แต่เราจะกล่าวเพียงบางอยา่งเพื่อ

จะน าไปใชใ้นเอกสารน้ี   

ในการพิจารณาวตัถุแขง็เกร็งบ่อยคร้ังท่ีเราเร่ิมพิจารณาจากระบบอนุภาคเพราะมนัเห็นไดช้ดัเจน 

และจ าไดง่้ายกวา่กรณีวตัถุแขง็เกร็ง  เม่ือจะเปล่ียนเป็นวตัถุแขง็เกร็งก็เพียงแต่เปล่ียนการรวมจาก summation 

เป็นการรวมดว้ยการอินทิเกรต 

สมมติมีอนุภาค N   ตวั  คือตวัท่ี 1,2,…, N  การจะกล่าวถึงอนุภาคตวัหน่ึงโดยไม่ระบุเจาะจงวา่

เป็นตวัใดเรานิยมหอ้ยดว้ย i  หรือ j   หรืออ่ืนๆในการบรรยาย  ในท่ีน้ีเราจะใชอ้กัษรกรีก “นิว” คือ    เรา

เรียกอนุภาคตวัน้ีวา่อนุภาคตวัท่ี “นิว”  มวลของอนุภาคตวัน้ีเขียนเป็น  m   เวกเตอร์ต าแหน่งเขียนเป็น r
    

เป็นตน้  นกัศึกษาควรแยกใหอ้อกระหวา่งอกัษร “วี” v  หรือ v   กบั“นิว”    ซ่ึงมีส่วนคลา้ยกนั 

ระบบอนุภาคซ่ึงประกอบดว้ยอนุภาค N   ตวั ใหแ้ต่ละตวัมีมวล Nmmm ,...,, 21   มีเวกเตอร์

ต าแหน่ง(จุดก าเนิดอยูท่ี่ใดก็ได)้ Nrrr


,...,, 21   ตามล าดบั  ต าแหน่งของจุดศูนยก์ลางมวลเราบอกดว้ย

เวกเตอร์ต าแหน่ง CMr
   ซ่ึงนิยามดงัน้ี 

CMr
   

N

NN

mmm

rmrmrm






...

...

21

2211



     (1) 

 สมการ 1 เขียนยอ่ๆโดยใชเ้คร่ืองหมาย  summation  เป็น 
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      หรือ อาจเขียนเพียง    













m

rm


   (2) 

เราจะใชส้ัญลกัษณ์ “prime” บอกอะไรก็ตามท่ีอา้งอิงกบั CM  ตวัอยา่งเช่นเวกเตอร์ต าแหน่งและ

ความเร็วของอนุภาคตวัท่ี    อา้งอิงกบั CM เขียนเป็น  r 
  และ v 

  เป็นตน้ 

 ในการเขียนรูปถา้เขียนอนุภาคหลายๆตวัอาจดูสับสน  เราอาจเขียนแค่จุดศูนยก์ลางมวล  และ

ตวัแทนของอนุภาคตวัเดียวคือตวัท่ี      ก็พอแลว้  รูปท่ี1 แสดงเวกเตอร์ต าแหน่งของจุดศูนยก์ลางมวล คือ  

CMr
 และของอนุภาคตวัท่ี      คือ r

  

 

     จากรูปจะเห็นวา่   r 
  CMrr


    เม่ือคูณดว้ย m   จะได ้  rm 

  )( CMrrm


   

เม่ือรวมของอนุภาคทุกตวั  คือ   



 rm 
  )( CMrrm


 



    (3) 

จากสมการ 1 จะเห็นวา่ )(...)()( 2211 CMNNCMCM rrmrrmrrm


 0)(  CMrrm






  

สมการ 3 จึงเป็น    0 



 rm
     (4)** 

หาอนุพนัธ์สมการ 4 เทียบกบัเวลา จะได ้ 0 



vm
    (5)** 

CMr


 

r


 

CM  

O  

 

m  

รูปท่ี 1 

'

r
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 สมการ 4 และ 5  เป็นสมการท่ีต่อไปเราจะน าไปใช ้  สมการ 5 นั้นความหมายคือผลรวมของ

โมเมนตมัเชิงเส้นของระบบอา้งอิงกบั CM  จะเท่ากบัศูนยเ์สมอ  

 ในกรณีของวตัถุแขง็เกร็งเราเปล่ียน summation เป็นอินทิเกรต  สมการ(2) (4) และ(5)  ก็จะ

กลายเป็น  





md

mdr
rCM


   ,   0mdr

 และ   0mdv
  

หมายเหตุ   ถา้นกัศึกษาดู summation ไม่ออก  ใหก้ระจายดูสัก 3-4 พจน์  จะมองเห็น  ตวัอยา่งเช่น        

}{...332211  






 vmrvrmvrmvrmvrm CMCMCMCMCM

  

ซ่ึงจะเท่ากบัศูนยเ์พราะ 0 



vm
  

ตัวอย่างที1่  อนุภาค 2 ตวัมวล 2 กิโลกรัมและ 4   กิโลกรัม เคล่ือนท่ีในแนวเส้นตรงเดียวกนั  ณ เวลาหน่ึงอยู่

ห่างกนั 3 เมตร  ตวัแรกเคล่ือนไปทางซา้ยดว้ยความเร็ว 4 เมตรต่อวินาที  ตวัท่ีสองเคล่ือนไปทางขวาดว้ย

ความเร็ว  8  เมตรต่อวนิาที   

ก)จงหาต าแหน่งของจุดศูนยก์ลางมวล   ข) จงแสดงวา่ 0 



 rm
 ค) จงแสดงวา่ 0 



vm
  

วธีิท า   ใหจุ้ดก าเนิดอยูต่รงไหนก็ไดเ้วกเตอร์ต าแหน่งของ CM อาจแตกต่างกนัเพราะเวกเตอร์ต าแหน่ง

ข้ึนกบัจุดก าเนิด   แต่ต าแหน่งของ CM จะเป็นต าแหน่งเดียวกนั  ในรูป ต.ย.1 เราใหจุ้ดก าเนิดและสร้างพิกดั

ฉาก yx อยูต่รงต าแหน่งท่ีท าใหอ้นุภาคตวัแรกมีพิกดั (1,2) เมตร  อนุภาคตวัท่ีสองมีพิกดั (4,2) เมตร   

 

 

x  

y  

sm /4  sm /8  

O  

(1,2) (4,2) 

รูป ต.ย.1 
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ก)จากนิยามของ CMr
  ในสมการ 1  พิกดั x และ y  ของ CM  จะเป็นดงัน้ี 

3
)4()2(

)4)(4()1)(2(







kgkg

mkgmkg
xCM    เมตร      2

)4()2(

)2)(4()2)(2(







kgkg

mkgmkg
yCM  เมตร 

 jirCM
ˆ2ˆ3 

    เมตร 

 คือต าแหน่งของ CM อยูบ่นแนวเส้นตรงท่ีเช่ือมมวลทั้งสอง  โดยห่างจากมวลกอ้นแรก 2 เมตร  ห่าง

จากมวลกอ้นท่ีสอง 1 เมตร  ไม่วา่จุดก าเนิดของพิกดัฉากจะอยูท่ี่ใดต าแหน่งของ CM จะอยูท่ี่เดียวกนั  

ตวัอยา่งเช่นถา้ใหจุ้ดก าเนิดทบักบัมวล 2 กิโลกรัม จะได ้ 2
)4()2(

)3)(4()0)(2(







kgkg

mkgmkg
xCM เมตร  

และ 0
)4()2(

)0)(4()0)(2(







kgkg

mkgmkg
yCM  เมตร  ซ่ึง CM เป็นจุดเดิมนัน่เอง 

ข) ijijirrr CM
ˆ2)ˆ2ˆ3()ˆ2ˆ1(11 

   เมตร 

 ijijirrr CM
ˆ)ˆ2ˆ3()ˆ2ˆ4(22 

   เมตร 

 0)ˆ1)(4()ˆ2)(2(  mikgmikgrm 





  

ค) จากสมการ 1  CMr
   

21

2211

mm

rmrm








หาอนุพนัธ์เทียบกบัเวลา  จะได ้ 

 
21

2211

mm

vmvm
vCM







  

เม่ือดูในแต่ละองคป์ระกอบจะได ้ 4
)4()2(

)/8)(4()/4)(2(
, 






kgkg

smkgsmkg
v xCM   เมตรต่อวนิาที   

และได ้ 0, yCMv     ดงันั้น  ivCM
ˆ4

   เมตรต่อวินาที 

 ismismivvv CM
ˆ8)/ˆ4()/ˆ4(11 

   เมตรต่อวนิาที 

ismismivvv CM
ˆ4)/ˆ4()/ˆ8(22 

   เมตรต่อวนิาที 





vm 


0)/ˆ4)(4()/ˆ8)(2(  smikgsmikg  

ขณะน้ีนกัศึกษาคงพอมองสมการ(4)และ(5) ออกแลว้  ต่อไปน้ีเราจะเร่ิมจากการแนะน าปริมาณท่ีใช้

บรรยายการหมุนในหวัขอ้ท่ี1   หวัขอ้ท่ี 2 เป็นสมการการเคล่ือนท่ีส าหรับการเคล่ือนท่ีแบบหมุนหรือเรียก
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อีกอยา่งหน่ึงวา่กฎการเคล่ือนท่ีขอ้ท่ีสองแบบหมุน  หวัขอ้ท่ี3 เร่ืองงาน-พลงังาน หวัขอ้ท่ี 4  เร่ืองการดล

เชิงมุม-โมเมนตมัเชิงมุม  และสุดทา้ยหวัขอ้ท่ี 5 จะเป็นตวัอยา่ง 

1.ปริมาณทีใ่ช้บรรยายการเคล่ือนที่แบบหมุน 

ปริมาณท่ีควรรู้คือ1.ทอร์ก 2.ความเร็วเชิงมุม 3.โมเมนตมัเชิงมุม 4.moments of inertia (โมเมนต ์

ความเฉ่ือย) และ products of inertia    ทุกปริมาณถา้ไม่อา้งอิงเทียบกบัจุดก็จะอา้งอิงเทียบกบัแกน  ดงันั้นถา้

จุดหรือแกนอา้งอิงเปล่ียนไป  ปริมาณนั้นก็จะเปล่ียนไป  ยกเวน้ความเร็วเชิงมุมของวตัถุแขง็เกร็งซ่ึงมีสมบติั

ไม่ข้ึนกบัแกน  เพราะถา้วตัถุหมุนรอบแกนๆหน่ึงเราอาจมองไดว้า่วตัถุนั้นหมุนรอบแกนจ านวนนบัไม่ถว้น

แกนดว้ยความเร็วเชิงมุมเดียวกนั  โดยแกนเหล่าน้ีเป็นแกนท่ีติดไปกบัวตัถุและขนานกบัแกนหมุนเดิม  

1.1 ทอร์ก (Torque) 

1.1.1ทอร์กทีก่ระท าต่ออนุภาคตัวเดียว 

สมมติมีอนุภาคตวัเดียวมวล m  ถูกแรงF

  กระท า  เรานิยาม(ตกลงกนั)วา่ทอร์ก   ท่ีกระท าต่อ

อนุภาค คือ cross product ระหวา่งเวกเตอร์ต าแหน่งและแรง ดงัน้ี 

Fr


      (1.1.1) 

เม่ือ r  คือเวกเตอร์ต าแหน่งของอนุภาค   แน่นอนวา่มนัข้ึนกบัจุดอา้งอิง(บางคร้ังเรียกจุดก าเนิด)   

เม่ือจุดอา้งอิงเปล่ียนเวกเตอร์ต าแหน่งก็เปล่ียน  ทอร์กก็จะเปล่ียนตามไปดว้ย   จ  าง่ายๆวา่  ทอร์กเป็นปริมาณ

ท่ีอา้งอิงเทียบกบัจุด  เม่ือจุดอา้งอิงเปล่ียน  ทอร์กก็เปล่ียน   

1.1.2ทอร์กทีก่ระท าต่อระบบอนุภาค 

ระบบอนุภาคคือระบบท่ีประกอบดว้ยอนุภาคตั้งแต่ 2 ตวัข้ึนไปซ่ึงอยูห่่างกนัไม่ไดเ้รียงชิดติดกนั    

ระยะห่างระหวา่งอนุภาคจะคงท่ีหรือไม่ก็ได ้

ในกรณีของระบบอนุภาคแรงท่ีท าต่ออนุภาคแต่ละตวัจะมีทั้งแรงภายนอกระบบและแรงภายใน

ระบบ  แต่ในหวัขอ้ 1.3 นกัศึกษาจะพบวา่ทอร์กของแรงภายในระบบจะหกัลา้งกนัไปเหลือเฉพาะทอร์กของ

แรงภายนอกระบบ   เราจึงจะสนใจเฉพาะทอร์กของแรงภายนอกระบบ   
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 ใหอ้นุภาคตวัท่ี   มีเวกเตอร์ต าแหน่งคือ r
  อนุภาคตวัน้ีถูกแรงภายนอกระบบ extF


  กระท า   

ทอร์กของแรงภายนอกระบบ  
  ท่ีกระท าต่ออนุภาคตวัท่ี   จะเป็นดงัน้ี 

extFr 


   

เรานิยาม ทอร์ก(ของแรงภายนอกระบบ)   ท่ีกระท าต่อระบบอนุภาควา่เป็นผลรวม(แบบเวกเตอร์)

ของทอร์กท่ีกระท าต่ออนุภาคแต่ละตวั   คือ  





N

extFr
1


      (1.1.2) 

 โดยเวกเตอร์ต าแหน่งของอนุภาคแต่ละตวั  อา้งอิงเทียบกบัจุดอา้งอิงเดียวกนั 

1.2 ความเร็วเชิงมุม 

 ปกติแลว้ถา้พูดถึงความเร็วเชิงมุมเราจะหมายถึงความเร็วเชิงมุมของวตัถุแขง็เกร็ง  แต่ในบางคร้ังมี

การใชค้วามเร็วเชิงมุมกบัอนุภาค  จึงจะกล่าวถึงทั้งสองกรณี 

1.2.1 ความเร็วเชิงมุมของอนุภาค 

 ถา้อนุภาคเคล่ือนท่ีเป็นวงกลมรัศมี  R  โดยมีอตัราเร็วเชิงเส้นในแนวตั้งฉากกบัรัศมีเป็น  v

ความสัมพนัธ์ระหวา่ง v กบัอตัราเร็วเชิงมุม   คือ Rv   เราจะใชค้วามรู้น้ีหาอตัราเร็วเชิงมุมของ

อนุภาคในกรณีท่ีอนุภาคไม่ไดเ้คล่ือนท่ีเป็นวงกลม  โดยหา v แลว้หารดว้ยรัศมี R   ก็จะได ้  ของอนุภาค  

อยา่งไรก็ตามเรามกัใชเ้ฉพาะขนาดของมนัจึงไม่นิยมก าหนดทิศใหก้บัมนั  คือไม่สนใจวา่มนัจะเป็นเวกเตอร์

หรือไม่ 

 พิจารณาอนุภาคเคล่ือนท่ีเป็นเส้นตรงดว้ยอตัราเร็ว v  ในแนว BA     ส่วน C   และ D  เป็นจุดใดๆ   

ดงัรูป 1.2.1 
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 สมมติเราจะหาอตัราเร็วเชิงมุมของอนุภาคน้ีอา้งอิงกบัจุด C   จะเห็นวา่รัศมีคือ Cr   ส่วน 

sinvv     ดงันั้น 
C

C
r

v 


sin
  

 เม่ือพิจารณาเช่นเดียวกนัน้ีโดยอา้งอิงกบัจุด D   จะเห็นวา่ CD    

 และจะเห็นวา่  0 BA   เพราะ 0v  

1.2.2 ความเร็วเชิงมุมของวตัถุแข็งเกร็ง 

 ผูอ่้านสามารถอ่านพื้นฐานของเวกเตอร์ไดจ้าก “บางมุมมองของเวกเตอร์” ในเวบ็ไซตข์องภาควชิา

ฟิสิกส์   

เวกเตอร์เป็นปริมาณท่ีมีขนาดและทิศทาง(หรือสามารถตกลงทิศใหเ้ป็นท่ีเขา้ใจตรงกนัได)้  และ

ประพฤติตวัตามกฎการบวกแบบส่ีเหล่ียมดา้นขนาน   ปริมาณท่ีมีขนาดและทิศแต่ไม่ประพฤติตวัตามกฎการ

บวกแบบส่ีเหล่ียมดา้นขนานไม่ใช่เวกเตอร์  ซ่ึงก็คือจะไปใชป้ระโยชน์จากองคป์ระกอบของเวกเตอร์ การ

แตกเวกเตอร์ และพีชคณิตของเวกเตอร์  ไม่ได ้  

ผูท่ี้เร่ิมเรียนการหมุนอาจสงสัยวา่ความเร็วเชิงมุมเป็นเวกเตอร์ไดอ้ยา่งไรเพราะมองหาทิศของมนัไม่

เจอ  เพื่อความเขา้ใจลองพิจารณาเขม็วินาทีของนาฬิกา  เรารู้วา่อตัราการกวาดของเขม็วินาทีคือ 
60

2   

เรเดียน ต่อวนิาที  คือมนัมีขนาด  ถา้เราก าหนดทิศใหม้นั  มนัก็จะมีทั้งขนาดและทิศทาง   และถา้มนั

ประพฤติตวัตามการบวกแบบส่ีเหล่ียมดา้นขนาน  มนัก็เป็นเวกเตอร์   

 การก าหนดทิศของความเร็วเชิงมุมเราตกลงกนัให้เป็นไปตามกฎมือขวา  โดยก ามือขวาใหน้ิ้วทั้งส่ี

(ยกเวน้หวัแม่มือ)วนไปตามการหมุน  ทิศท่ีหวัแม่มือช้ีตกลงกนัใหเ้ป็นทิศของความเร็วเชิงมุม  ดงันั้น

A  B  

C  
D  

cr  

  

v  

รูป 1.2.1 
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ความเร็วเชิงมุมของเขม็วนิาทีจึงมีทิศพุง่ตั้งฉากเขา้ไปในหนา้ปัดนาฬิกา   อยา่งไรก็ตามบางคร้ังในรูปวาด

แทนท่ีจะบอกทิศของความเร็วเชิงมุมแต่กลบับอกทิศของการหมุนดว้ยลูกศรโคง้พร้อมเขียน   ก ากบัไว ้ 

ดงัรูป 1.2.2  

      

 การแสดงวา่ความเร็วเชิงมุมประพฤติตวัตามการบวกแบบส่ีเหล่ียมดา้นขนานนั้นท าไดด้ว้ยการ

พิสูจน์  โดยถา้วตัถุหมุนรอบแกนสองแกนพร้อมๆกนั  ต าแหน่งของจุดต่างๆบนวตัถุจะเทียบเท่ากบัการ

หมุนรอบแกนๆเดียวซ่ึงไดจ้ากการบวกแบบส่ีเหล่ียมดา้นขนานของการหมุนรอบสองแกนแรก  อยา่งไรก็

ตามจะไม่ขอกล่าวรายละเอียดในท่ีน้ี  นกัศึกษาท่ีสนใจหาอ่านไดโ้ดยง่ายในเวบ็ไซต ์3D Rigid Body 

Kinematics-MIT OpenCourseWare  หรือในหนงัสือกลศาสตร์ท่ีไดแ้สดงการพิสูจน์น้ีไว ้

 ขณะน้ีเรารู้แลว้วา่ความเร็วเชิงมุมเป็นเวกเตอร์   แต่เรายงัไม่ไดพ้ิจารณาใหล้ะเอียดวา่ท่ีเรียกกนัวา่ 

“หมุนหรือไม่หมุน” นั้นเป็นอยา่งไร  รวมทั้งยงัไม่ไดก้ล่าวถึงสมบติัท่ีส าคญัอยา่งหน่ึงของความเร็วเชิงมุม

ของวตัถุแขง็เกร็ง  คือถา้วตัถุแขง็เกร็งหมุนดว้ยความเร็วเชิงมุม   รอบแกนๆหน่ึง  อาจมองไดว้า่วตัถุน้ี

หมุนรอบแกนนบัไม่ถว้นแกนท่ีติดไปกบัวตัถุและขนานกบัแกนเดิม ดว้ยความเร็วเชิงมุม    อนัเดียวกนั  

 เพื่อใหเ้ขา้ใจง่ายจะดูวตัถุรูปร่างแบนท่ีเคล่ือนท่ีในระนาบ ดงัรูป 1.2.3  แนวAB  เป็นแนวตรึงซ่ึงอยู่

นอกวตัถุ เราจะใชแ้นวน้ีเป็นแนวอา้งอิง   จุด C,Dและ E  เป็นจุดท่ีติดอยูบ่นวตัถุ  เม่ือวตัถุเคล่ือนท่ีไปถา้มุม

ระหวา่งเส้น CD (หรือ CE  หรือ DE) ซ่ึงท ากบั AB เปล่ียนไปก็แสดงวา่วตัถุน้ีมีการหมุน   ถา้มุมไม่เปล่ียนก็

ไม่หมุน  ในรูป 1.2.3 น้ีมุม BODBOD  ˆˆ  แสดงวา่วตัถุน้ีเคล่ือนท่ีโดยไม่มีการหมุน   

  

รูป 1.2.2 โคนเขม็อยูซ่า้ยสุดของเขม็  ลูกศรโคง้บอกทิศของการหมุนของเขม็นาฬิกา  ทิศของ

ความเร็วเชิงมุมตกลงกนัใหพุ้ง่เขา้ไปในกระดาษ    
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ต่อไปสมมุติวตัถุเคล่ือนท่ีดงัรูป 1.2.4 โดย  CD กวาดแบบทวนเขม็นาฬิกาท าใหมุ้มระหวา่งเส้น CD กบั AB 

เพิ่มข้ึน   (คือ )ˆˆ  BODBOD   พิจารณาดูจะเห็นวา่มุมท่ีเส้น  CE ท ากบัเส้น AB เพิ่มข้ึน     เช่นกนั 

นอกจากน้ีถา้มีจุดอ่ืนๆอีกบนวตัถุ เช่นจุด  F,G,… จะเห็นวา่มุมท่ีเส้น CF,CG,… ท ากบัเส้น  AB ก็จะเพิ่มข้ึน 

  เช่นกนั  นัน่คือวตัถุหมุนรอบจุด C ไปเป็นมุม    ในทิศทวนเขม็นาฬิกา   

 

C  

E  D  

C  

E  

D  

A  
B  O  O  

รูปท่ี 1.2.4  วตัถุหมุนทวนเขม็นาฬิกา 

C  

E  D  

C  

E  D  

A  
B  O  O  

รูป 1.2.3  เร่ิมตน้วตัถุอยูซ่า้ยมือ เคล่ือนท่ีเฉียงๆไปทางขวาโดยไม่หมุน 
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 ขณะเดียวกนัจะเห็นวา่มุมท่ีเส้น DC,DE,DF,DG,…ท ากบัเส้น AB (หรือแนวตรึงอ่ืนๆนอกวตัถุ)

เพิ่มข้ึน     ในทิศทวนเขม็นาฬิกาเช่นกนั หรือก็คือวตัถุหมุนรอบจุด D ไปเป็นมุม    ในทิศทวนเขม็นาฬิกา    

และในท านองเดียวกนัก็มองไดว้า่วตัถุหมุนรอบจุด E,F,G,... ไปเป็นมุม    ในทิศทวนเข็มนาฬิกาเช่นกนั   

 ในตวัอยา่งท่ีกล่าวมาเราดูวตัถุรูปร่างแบนซ่ึงเป็นกรณีเฉพาะ   ในกรณีทัว่ไปนั้นวตัถุจะมีความหนา

ซ่ึงการหมุนเป็นการหมุนรอบแกน(ไม่ใช่รอบจุด)  จากท่ีกล่าวมาจะเห็นวา่เม่ือวตัถุหมุนเรามองไดว้า่มนั

หมุนรอบแกนนบัไม่ถว้นแกนเป็นมุมขนาดเท่ากนัโดยแกนเหล่าน้ีติดไปกบัวตัถุ  

 ถา้เราดูในช่วงเวลาสั้นๆ td   วนิาที  ใหมุ้มท่ีวตัถุหมุนรอบแกนเพิ่มข้ึน d เรเดียน  ขนาดของ

ความเร็วเชิงมุม   จึงหาไดจ้าก  
td

d
    ส่วนทิศของความเร็วเชิงมุมเราก าหนดใหเ้ป็นไปตามกฎมือขวา

ดงัไดก้ล่าวมาแลว้  ในรูป 1.2.4  ทิศของความเร็วเชิงมุมจะพุง่ออกและตั้งฉากกบักระดาษ 

 นัน่คือถา้วตัถุแขง็เกร็งหมุนในระนาบดว้ยความเร็วเชิงมุม   รอบแกนๆหน่ึง  อาจมองไดว้า่วตัถุน้ี

หมุนรอบแกนนบัไม่ถว้นแกนท่ีติดไปกบัวตัถุและขนานกบัแกนเดิม ดว้ยความเร็วเชิงมุม    เดียวกนั  คือ

เท่ากนัทั้งขนาดและทิศทาง 

 ท านองเดียวกนัถา้วตัถุแขง็เกร็งหมุนในระนาบดว้ยความเร่งเชิงมุม    รอบแกนๆหน่ึง  อาจมองได้

วา่วตัถุน้ีหมุนรอบแกนนบัไม่ถว้นแกนท่ีติดไปกบัวตัถุและขนานกบัแกนเดิม ดว้ยความเร่งเชิงมุม    

เดียวกนั   

1.3 โมเมนตัมเชิงมุม โมเมนต์ความเฉ่ือย  และ Product  of Inertia   

(Angular Momentum , Moment of Inertia  and  Product of Inertia ) 

1.3.1โมเมนตัมเชิงมุมของอนุภาคตัวเดียว 

โมเมนตมัเชิงมุม L

 ของอนุภาคตวัเดียว  นิยามคือ   

PrL


       (1.3.1) 

เม่ือ vmP


  คือโมเมนตมัเชิงเส้นของอนุภาคน้ี     
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จะเห็นวา่โมเมนตมัเชิงมุมเป็นปริมาณท่ีอา้งอิงเทียบกบัจุดเช่นเดียวกบัทอร์ก   ถา้จุดอา้งอิงเปล่ียน  

โมเมนตมัเชิงมุมก็จะเปล่ียนตาม 

1.3.2โมเมนตัมเชิงมุมของระบบอนุภาค 

คลา้ยๆกบักรณีของทอร์ก   เรานิยามโมเมนตมัเชิงมุมของระบบ  L

  วา่เป็นผลรวม(แบบเวกเตอร์)

ของโมเมนตมัเชิงมุมของอนุภาคแต่ละตวั   คือ  





N

PrL
1




      (1.3.2) 

1.3.3โมเมนตัมเชิงมุมของวตัถุแข็งเกร็ง 

ระบบอนุภาคนั้นระยะห่างระหวา่งสมาชิกแต่ละตวัอาจเปล่ียนไปไดเ้ร่ือยๆ  แต่ส าหรับวตัถุแขง็เกร็ง

ระยะห่างระหวา่งจุด 2 จุดใดๆบนวตัถุแขง็เกร็งเท่าเดิมเสมอ ดงันั้นการเคล่ือนท่ีสัมพทัธ์กนัจึงเป็นไปได้

เฉพาะการเคล่ือนท่ีแบบหมุน   เราจะใชค้วามจริงน้ีให้เป็นประโยชน์   

1.3.3.1 ความเร็วของจุดใดๆบนวตัถุแข็งเกร็งเม่ืออ้างองิกับจุดๆหน่ึงบนวตัถุแข็งเกร็ง  เม่ือวตัถุแข็งเกร็งหมุน 

ด้วยความเร็วเชิงมุม   คือ rv


  

เพื่อความเขา้ใจเราจะเร่ิมจากวตัถุท่ีไม่มีความหนา  โดย เอาเขม็วนิาทีท่ีกล่าวมาแลว้ในหวัขอ้ 1.2.2 

เป็นตวัอยา่ง  โคนเขม็นาฬิกา(เป็นจุดตรึง)อยูก่ลางหนา้ปัดนาฬิกา  ให ้A และ B  เป็นจุดบนเขม็วินาที  โดย 

A  อยูห่่างจากโคนเขม็ 1 เซนติเมตร  ส่วน B  อยูห่่างจากโคนเขม็ 2.5 เซนติเมตร ลองพิจารณาดูจะเห็นวา่

ความเร็วของ A อา้งอิงกบัจุดตรึงคือ  )1(
60

2   เซนติเมตรต่อวินาที   ทิศตั้งฉากกบัเขม็(ตามเขม็นาฬิกา)   

ส่วนความเร็วของ B อา้งอิงกบัจุดตรึงคือ  )5.2(
60

2   เซนติเมตรต่อวินาที   ทิศตั้งฉากกบัเขม็(ตามเขม็

นาฬิกา)   เน่ืองจากความเร็วเชิงมุมของเขม็นาฬิกาคือ 
60

2 เรเดียนต่อวินาที ทิศพุง่เขา้ไปในหนา้ปัดนาฬิกา

ลองพิจารณาดูจะพบวา่ถา้เราใหจุ้ดตรึงบนโคนเขม็เป็นจุดก าเนิดของเวกเตอร์ต าแหน่ง r  ความเร็วของจุด

ใดๆบนเขม็อา้งอิงกบัจุดตรึงบนโคนเขม็หาไดจ้าก rv


    

ท่ีกล่าวมานั้นจุดก าเนิดของเวกเตอร์ต าแหน่งเป็นจุดตรึง แต่แมไ้ม่ใช่จุดตรึงความสัมพนัธ์  

rv


   ก็ยงัคงเป็นจริง  ตวัอยา่งเช่นถา้จะหาความเร็วของ B อา้งอิงกบั A เราเขียนเวกเตอร์ต าแหน่งช้ี

จาก Aไปยงั B คือ BAr
  เม่ือ cross ดว้ยความเร็วเชิงมุมจะไดว้า่ ความเร็วของ B อา้งอิงกบั A คือ 



การหมนุในระนาบ      ภาควิชาฟิสิกส์    คณะวิทยาศาสตร์   มหาวิทยาลยัศิลปากร            12 
 

BAv )5.1(
60

2  เซนติเมตรต่อวนิาที   ทิศตั้งฉากกบัเขม็(ตามเขม็)   ถา้จะหาความเร็วของ A อา้งอิงกบั B 

เราก็เขียนเวกเตอร์ต าแหน่งช้ีจาก Bไปยงั A  คือ ABr
 เม่ือ cross ดว้ยความเร็วเชิงมุมก็จะไดว้า่ความเร็วของ A 

อา้งอิงกบั B คือ ABv )5.1(
60

2 เซนติเมตรต่อวนิาที   ทิศตั้งฉากกบัเขม็(ทวนเขม็)   ดงัรูป 1.3.1 

      คราวน้ีลองดูกรณีท่ีวตัถุมีความหนา  นกัศึกษาลองพิจารณาดูจะเห็นวา่ความสัมพนัธ์ rv


   ก็

ยงัคงเป็นจริงเช่นกนั  ซ่ึงก็คือเม่ือวตัถุแขง็เกร็งหมุนดว้ยความเร็วเชิงมุม  ความเร็วของจุดใดๆบนวตัถุ   

อา้งอิงกบัจุดก าเนิดซ่ึงติดไปกบัวตัถุ   หาไดจ้าก  rv


   เม่ือ r  คือเวกเตอร์ต าแหน่งของจุดใดๆนั้น 

1.3.3.2 โมเมนตัมเชิงมุม ในพจน์ของโมเมนต์ความเฉ่ือย  products of inertia  และความเร็วเชิงมุม  กรณี

ทัว่ไป(องค์ประกอบของความเร็วเชิงมุมมีทั้งองค์ประกอบในแนวแกน yx ,  และ z ) 

 เป็นการสะดวกท่ีจะเร่ิมจากการพิจารณาระบบอนุภาคโดยก าหนดใหร้ะยะห่างระหวา่งอนุภาคคงท่ี  

เม่ือจะพิจารณาเป็นวตัถุแขง็เกร็งก็เพียงแต่เปล่ียนการรวมจาก  summation  เป็นการอินทิเกรต   

 สมมติมีระบบอนุภาคท่ีระยะห่างระหวา่งอนุภาคคงท่ี  และสมมติใหร้ะบบน้ีก าลงัหมุนดว้ยความเร็ว

เชิงมุม    ความเร็วของอนุภาคใดๆสัมพทัธ์กบัจุดก าเนิดท่ีติดไปกบัระบบ(จุดก าเนิดอยูต่รงไหนก็ได)้หาได้

จาก  rv


   ดงัไดก้ล่าวมาแลว้ในหวัขอ้ 1.3.3.1  

 ดงันั้น โมเมนตมัเชิงมุมของระบบ  อา้งอิงกบัจุดก าเนิดท่ีติดไปกบัระบบ 

  


 PrL


)( 

 

  rrmvmr


    (1.3.3) 

ส าหรับเวกเตอร์ BA


, และ C


 ใดๆ จะมีเอกลกัษณ์วา่  )()()( BACCABCBA


  

  

รูป 1.3.1  โคนเขม็อยูต่  าแหน่งซา้ยสุดของเขม็ ทิศของความเร็วเชิงมุมพุง่เขา้ไปในกระดาษ 

A


 



B
 

BAv  

ABv  
ABr


 

BAr
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(นกัศึกษาสามารถตรวจสอบไดโ้ดยเขียน BA


, และ C


  ใหอ้ยูใ่นพิกดัฉาก ตวัอยา่งเช่น 

kAjAiAA zyx
ˆˆˆ 


  จากนั้น cross  และ dot ตรงจะเห็นวา่ )( CBA


  เท่ากบั 

)()( BACCAB


 ) 

 พิจารณา   )()()(   rrrrrr

   ซ่ึงเม่ือเขียน  และ r

  ในพิกดัฉาก จะได ้

  ))(ˆˆˆ())(ˆˆˆ( 222

  zyxkzjyixzyxkji zyxzyx   

จดัพจน์ได ้ izxyxzy zyx
ˆ})({ 22

    jzyyxzx zxy
ˆ})({ 22

    

kzyzxyx yxz
ˆ})({ 22

    

ถา้คูณดว้ย m  จะไดโ้มเมนตมัเชิงมุมของอนุภาคตวัท่ี   อา้งอิงกบัจุดก าเนิด  จากนั้นรวม

โมเมนตมัเชิงมุมของอนุภาคทุกตวัก็จะไดโ้มเมนตมัเชิงมุมของระบบน้ีตามสมการ 1.3.3  ซ่ึงถา้เราดูแต่ละ

องคป์ระกอบ yx,  และ z ของโมเมนตมัเชิงมุม จะไดว้า่ องคป์ระกอบในแนวแกน x ของโมเมนตมัเชิงมุม  

  
  

  zyxx zxmyxmzymL }{}{)}({ 22   (1.3.4a) 

และ     
 





  zyxy zymzxmyxmL }{)}({}{ 22   (1.3.4b) 

และ    
  

  zyxz yxmzymzxmL )}({}{}{ 22   (1.3.4c) 

ขณะน้ีเราไดโ้มเมนเมนตมัเชิงมุมของระบบอนุภาคดงัในสมการ 1.3.4a-1.3.4c แลว้   เป็นโมเมนตมั

เชิงมุมอา้งอิงกบัจุดก าเนิดซ่ึงติดไปกบัระบบ (ระลึกวา่โมเมนตมัเชิงมุมเป็นปริมาณท่ีอา้งอิงกบัจุด) ในกรณี

ของวตัถุแขง็เกร็งท่ีเน้ือวตัถุเรียงชิดติดกนัเราเพียงแต่เปล่ียนเป็นการรวมดว้ยการอินทิเกรต  ก็จะไดว้า่ 

   zyxx dmzxdmyxdmzyL  }{}{})({ 22   (1.3.5a) 

เราจะเขียนสั้นๆเป็น zxzyxyxxxx IIIL       (1.3.6a) 

    zyxy dmzydmzxdmyxL  }{})({}{ 22   (1.3.5b) 

เราจะเขียนสั้นๆเป็น zyzyyyxyxy IIIL       (1.3.6b) 
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และ    zyxz dmyxdmzydmzxL  })({}{}{ 22   (1.3.5c) 

เราจะเขียนสั้นๆเป็น zzzyzyxzxz IIIL       (1.3.6c) 

 จากสมการ1.3.6 a,b,c จะเห็นวา่ทิศของโมเมนตมัเชิงมุมและทิศของความเร็วเชิงมุมปกติแลว้ไม่ช้ี

ทิศเดียวกนั  เพราะถา้ช้ีทิศเดียวกนัความสัมพนัธ์ควรอยูใ่นรูป 


cL     เม่ือ c   เป็นค่าคงท่ี ซ่ึงก็คือควร

เป็นวา่ zzyyxx cLcLcL   ,, แต่สมการ1.3.6 a,b,c ไม่เป็นเช่นน้ี 

 เพ่ือความง่ายนักศึกษาควรจ าสมการ  1.3.5 a,b,c ในรูปของเมตริกซ์ดังนี้ 

















z

y

x

L

L

L

 =  
































z

y

x

zzzyzx

yzyyyx

xzxyxx

III

III

III







     (1.3.7)** 

เมตริกซ์แรกทางขวามือของสมการ 1.3.7 ซ่ึงเป็นเมตริกซ์ขนาด 33  คือ inertia tensor  ซ่ึงเขียนใน

รูปของเมตริกซ์   โดย   dmzyI xx )( 22 ,    dmzxI yy )( 22 ,   dmyxI zz )( 22  พจน์ทั้ง

สามน้ีเรียกวา่โมเมนตค์วามเฉ่ือย( moments of inertia)       พึงสังเกตวา่ )( 22 zy  , )( 22 zx 

และ )( 22 yx     คือระยะทางตั้งฉากจากมวล md  ไปยงัแกน yx,   และ z   ตามล าดบัยกก าลงัสอง   

ดงันั้น  yyxx II ,  และ  zzI  จึงเป็นโมเมนตค์วามเฉ่ือยรอบแกน yx,   และ z   ตามล าดบั   ส่วนอีกหกพจน์

คือ   dmyxII yxxy    ,   dmxzII zxzx    ,  และ  dmyzII zyzy       เรียกวา่ products  

of inertia      

  สมการ 1.3.7 เป็นการบรรยายความสัมพนัธ์ระหวา่งโมเมนตมัเชิงมุม(อา้งอิงกบัจุดก าเนิด)กบั

ความเร็วเชิงมุม   ส าหรับ แกน xyz   ใดๆท่ีติดไปกบัวตัถุ    โดยจุดก าเนิดอยูท่ี่ใดก็ไดไ้ม่จ  าเป็นตอ้งเป็นจุดท่ี

สอดคลอ้งกบัเง่ือนไขทั้งสามของสมการ
td

Ld



    และเน่ืองจากเป็นแกนท่ีติดไปกบัวตัถุ  ดงันั้นเม่ือวตัถุ

หมุนค่าของ โมเมนตค์วามเฉ่ือยและ products of inertia  จึงไม่ข้ึนกบัเวลา 

(รายละเอียดของคณิตศาสตร์  นกัศึกษาดูใหเ้ขา้ใจสักคร้ังก็พอ  จากนั้นก็จ  าสมการ 1.3.7 พร้อมนิยามของ 

moments of inertia และ  products of inertia )  

1.3.3.3  โมเมนตัมเชิงมุม ในพจน์ของโมเมนต์ความเฉ่ือย  products of inertia  และความเร็วเชิงมุม   

กรณกีารหมุนในระนาบ 
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 ในกรณีการหมุนในระนาบทิศของความเร็วเชิงมุมอยูใ่นแนวเดิมตลอด  ถา้วตัถุหมุนในระนาบดว้ย

ความเร็วเชิงมุม   เราจะใหแ้กน z   อยูใ่นแนวของความเร็วเชิงมุม  ดงันั้น    zyx ,0    

สมการ 1.3.7  จะเป็น 

















z

y

x

L

L

L

 =  


































0

0

zzzyzx

yzyyyx

xzxyxx

III

III

III

     (1.3.8)** 

ระลึกวา่  xyz   เป็นแกนใดๆท่ีติดไปกบัวตัถุ  ดงันั้นค่าของ moments of inertia  และ products of inertia  จึง

ไม่ข้ึนกบัเวลา   ในสมการ 1.3.8 น้ีจุดก าเนิดติดอยูท่ี่ใดของวตัถุก็ได ้ เช่นเดียวกบัสมการ 1.3.7  

สมการ 1.3.8 อาจเขียนเป็นวา่  

 kIjIiIL zzyzxz
ˆˆˆ  


     (1.3.9)** 

(นกัศึกษาจ าแต่สมการ 1.3.7 สมการ 1.3.8 และ 1.3.9 มนัจะออกมาเอง)  

 จะเห็นวา่ products of inertia และโมเมนตค์วามเฉ่ือยท่ีมีผลต่อโมเมนตมัเชิงมุมมีเพียง  yzxz II ,   

และ zzI    เท่านั้น  จากสมการ 1.3.9 จะเห็นวา่ แมเ้ป็นการหมุนในระนาบแต่ทิศของโมเมนตมัเชิงมุมและทิศ

ของความเร็วเชิงมุม  ปกติแลว้ก็ไม่ไดอ้ยูใ่นทิศเดียวกนั     

 พึงสังเกตวา่โมเมนตค์วามเฉ่ือย I  ในหนงัสือระดบัมธัยมหรือฟิสิกส์ทัว่ไป 1 นั้นก็คือ zzI ใน

สมการ 1.3.9 นัน่เอง ดงันั้นการเขียนวา่ 


IL   จึงไม่เป็นความจริงเสมอไปแมว้า่เป็นการหมุนในระนาบ  

จะเป็นจริงเม่ือ xzI และ yzI เป็นศูนยเ์ท่านั้น   การกล่าววา่โมเมนตมัเชิงมุมเท่ากบั I นั้นถา้จะใหรั้ดกุมควร

กล่าววา่ “องคป์ระกอบของโมเมนตมัเชิงมุมในแนวของความเร็วเชิงมุมเท่ากบั I ” ซ่ึงเป็นจริงเสมอ

ส าหรับการหมุนในระนาบ  ดงัเห็นไดใ้นสมการ 1.3.9  นอกจากน้ีเม่ือนกัศึกษาเห็นพจน์ I ควรระลึกทนัที

วา่จุดอา้งอิงท่ีใชค้  านวณโมเมนตมัเชิงมุมเป็นจุดท่ีติดไปกบัวตัถุ 

2.สมการการเคล่ือนทีส่ าหรับการเคล่ือนทีแ่บบหมุน 

(กฎการเคล่ือนท่ีขอ้ท่ีสองส าหรับการหมุน) 

2.1 สมการการเคล่ือนทีส่ าหรับการเคล่ือนทีแ่บบหมุนในกรณีทัว่ไป    )(
td

Ld
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ค าวา่กรณีทัว่ไปในหวัขอ้น้ีคือใชไ้ดท้ั้งระบบอนุภาคและวตัถุแขง็เกร็ง และอนุภาคแต่ละตวัจะ

เคล่ือนท่ีในระนาบหรือไม่ก็ได ้ ส่วนการจะตีความวา่หมุนหรือไม่หมุนนั้นแลว้แต่จะมองจากมุมใด  ถา้ดูใน

สมการ 1.3.1 อนุภาคท่ีเคล่ือนท่ีเป็นเส้นตรงก็มีโมเมนตมัเชิงมุม   โดยโมเมนตมัเชิงมุมเป็นปริมาณท่ีเราใช้

บรรยายการเคล่ือนท่ีแบบหมุน ช่ือของหวัขอ้น้ีมองจากมุมดงักล่าว   

สมมติมีระบบอนุภาคซ่ึงประกอบดว้ยอนุภาคจ านวน N  ตวั  แต่เพื่อความชดัเจนในรูป 2.1.1  จะ

เขียนเฉพาะอนุภาค 2 ตวัเท่านั้น  มวลของแต่ละตวัคือ  1m  และ 2m  

 

ให ้  O   เป็นจุดอา้งอิงท่ีไม่มีความเร่ง(เรามกัให้เป็นจุดตรึง  คืออยูน่ิ่ง) 

Q   เป็นจุดใดๆท่ีอาจมีความเร่งก็ได ้

extF1


 ,  extF2


,…,  ext

NF


เป็นแรงภายนอกระบบท่ีกระท าต่ออนุภาคตวัท่ี 1, ตวัท่ี 2 ,…, ตวัท่ี N  ซ่ึงมี

มวล 1m ,  2m ,..., Nm   ตามล าดบั 

12f


 , 13f


 ,…, Nf1


 เป็นแรงภายในระบบท่ีอนุภาคตวัท่ี 2 ,ตวัท่ี 3 ,…, ตวัท่ี N  ตามล าดบั  กระท า

ต่ออนุภาคตวัท่ี 1 

21f


, 23f


,…, Nf 2


 เป็นแรงภายในระบบท่ีอนุภาคตวัท่ี 1,ตวัท่ี 3 ,…,ตวัท่ี N ตามล าดบั  กระท าต่อ

อนุภาคตวัท่ี 2 

... 

ext
1F


 ext
2F


 

21f


 
12f


 

 

1m  2m  

2r


 

O 

Q 

Qr


 

1r


 Q1r


 
Q2r


 

  รูป 2.1.1 
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1Nf


, 2Nf


,…, 1NNf


เป็นแรงภายในระบบท่ีอนุภาคตวัท่ี 1 ,ตวัท่ี 2 ,…,ตวัท่ี 1N  ตามล าดบั  

กระท าต่ออนุภาคตวัท่ี N  

1r
  , 2r

  ,…, Nr
  เป็นเวกเตอร์ต าแหน่งของอนุภาคตวัท่ี 1 ,ตวัท่ี 2 ,…, ตวัท่ี N  ตามล าดบั  อา้งอิงกบัจุด O  

Qr1

  , Qr2

  ,…, NQr
  เป็นเวกเตอร์ต าแหน่งของอนุภาคตวัท่ี 1 ,ตวัท่ี 2 ,…, ตวัท่ี N  ตามล าดบั อา้งอิงกบัจุด Q  

จากรูป 2.1.1 จะเห็นวา่  QQ rrr


 11  เม่ือหาอนุพนัธ์เทียบกบัเวลาจะได ้ QQ rrr   11  

ท านองเดียวกนัส าหรับอนุภาคตวัท่ี2,ตวัท่ี 3 จนถึงตวัท่ี N   ก็จะไดค้ลา้ยๆกนั   โดยของตวัท่ี N  จะได ้

 QNNQ rrr


   ,  QNNQ rrr    

เราลองมาดูความหมายกนัสักนิด  ต่อไปนกัศึกษาจะไดดู้ความหมายของพจน์อ่ืนๆได ้ จะยกตวัอยา่ง

โดยดูอนุภาคตวัท่ี 1 

Qr1
 คือความเร็วของอนุภาคตวัท่ี 1 อา้งอิงกบัจุด Q  

1r
 คือความเร็วของอนุภาคตวัท่ี 1 อา้งอิงกบักรอบอา้งอิงเฉ่ือย  

Qr
 คือความเร็วของจุด Q   อา้งอิงกบักรอบอา้งอิงเฉ่ือย  

ต่อไปเราจะหาโมเมนตมัเชิงมุม  จากสมการ 1.3.1 โมเมนตมัเชิงมุมของอนุภาคตวัท่ี 1 อา้งอิงกบัจุด Q  คือ

 QQQ rmrL 1111


 )()( 111 QQ rrrrm 
  

หาอนุพนัธ์เทียบกบัเวลา  จะได ้

)()()()( 1111111 QQQQQ rrrrmrrrrmL 
  

พจน์แรกทางขวามือของเคร่ืองหมายเท่ากบัเป็นศูนยเ์พราะ )( 1 Qrr    cross กบัตวัมนัเอง  ดงันั้น 

 QQQQQQ rrrmrmrrrrrrmL 
 )()()()( 111111111   (2.1.1) 

เน่ืองจาก 1r
  เป็นความเร่งของอนุภาคตวัท่ี 1 อา้งอิงกบักรอบอา้งอิงเฉ่ือย จากกฎการเคล่ือนท่ีขอ้ท่ีสองแบบ

เล่ือนท่ี  11rm    จึงเท่ากบัแรงทั้งหมดท่ีกระท าต่ออนุภาคตวัท่ี 1 คือ 

 N

ext fffFrm 11312111 ...


    แทนลงใน(2.1.1) จะได ้



การหมนุในระนาบ      ภาควิชาฟิสิกส์    คณะวิทยาศาสตร์   มหาวิทยาลยัศิลปากร            18 
 

 QQN

ext

QQ rrrmfffFrrL 
 )()...()( 1111312111   (2.1.2) 

ในท านองเดียวกนั  เราสามารถหา NQQQ LLL


,...,, 32   ได ้  

เน่ืองจากโมเมนตมัเชิงมุมของระบบอา้งอิงกบัจุดQ  คือ  NQQQQ LLLL


 ...21    เม่ือหา

อนุพนัธ์เทียบกบัเวลาจะได ้ NQQQQ LLLL


 ...21  จากสมการ 2.1.2 จะได ้ 

NQQQQ LLLL


 ...21 QQN

ext

Q rrrmfffFrr 
 )()...()( 111131211  

   QQN

ext

Q rrrmfffFrr 
 )()...()( 222232122  

 QQNNNNNN

ext

NQN rrrmfffFrr 
  )()...()(... 121  (2.1.3) 

ลองกระจายพจน์  ...)()()...()( 121111131211  frrFrrfffFrr Q

ext

QN

ext

Q

  

และอีกสักพจน์  ...)()()...()( 212222232122  frrFrrfffFrr Q

ext

QN

ext

Q

  

แลว้ดูส่ิงท่ีเรากระจายออกมา  จากรูป2.1.1 จะเห็นวา่  121 )( frr Q


  คือทอร์กของแรงภายใน 12f


  อา้งอิง

กบัจุด Q     ส่วน 212 )( frr Q


  คือทอร์กของแรงภายใน 21f


  อา้งอิงกบัจุด Q    

แต่จากกฎการเคล่ือนท่ีขอ้ท่ีสาม 12f


  21f


    ถา้ดูในรูป 2.1.1 แรงทั้งสองอยูใ่นแนวเส้นตรงเดียวกนั  

ดงันั้นทอร์กของแรงทั้งสองจึงหกัลา้งกนัเป็นศูนย ์

 ถา้ดูทอร์กของแรงภายในแรงอ่ืนก็ จะมีทอร์กมาหกัลา้งกนัเป็นคู่ๆเช่นเดียวกนั  ดงันั้นทอร์กของแรง

ภายในระบบจึงเป็นศูนย ์  เหลือแต่ทอร์กของแรงภายนอกระบบ 

สมการ 2.1.3 จึงเป็น QL


 ext

Q Frr 11 ){(
 ext

Q Frr 22 )(


 })(... ext

NQN Frr




 QQ rrrm 
 )({ 11 QQ rrrm 

 )( 22 })(... QQNN rrrm 
   (2.1.4) 

จากสมการ  1.1.2 เรานิยาม ทอร์ก(ของแรงภายนอกระบบ) ท่ีกระท าต่อระบบอนุภาควา่เป็นผลรวม

ของทอร์กท่ีกระท าต่ออนุภาคแต่ละตวั   ดงันั้นวงเล็บปีกกาอนัแรกในสมการ 2.1.4  คือทอร์ก Q
 ท่ีท  าต่อ

ระบบ  อา้งอิงเทียบกบัจุด Q    สมการ 2.1.4 จึงเขียนไดเ้ป็น 

QQQQ rrrmL 
 )({ 11

QQ rrrm 
 )( 22 })(... QQNN rrrm 

    

กระจายพจน์ในวงเล็บปีกกา  แลว้จดัพจน์ จะได ้
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QQL 



QNN rrmrmrm 

 )...{( 2211 })...( 21 QQN rrmmm 
   (2.1.5) 

จากนิยามของเวกเตอร์ต าแหน่ง CMr
 ศูนยก์ลางมวล   

N

NN

CM
mmm

rmrmrm
r






...

...

21

2211


  

ถา้ให ้ NmmmM  ...21   เป็นมวลทั้งหมดของระบบอนุภาคน้ี   ดงันั้น 

QQL 



QCM rrM 

{ }QQ rrM 
 Q


 QQCM rrrM 

 )(  

QL
td

d 
Q


 QQCM rrrM 
 )(    (2.1.6) 

เพื่อใหจ้  าไดง่้าย เราจะเขียนสมการ 2.1.6 ใหม่เป็น (วธีิจ  าดูหมายเหตุขอ้2)  

  QQL
td

d



 )()( QQCM rMrr 
   (2.1.6a)** 

สมการ 2.1.6 มีพจน์ QQCM rrrM 
 )(   ซ่ึงดูพะรุงพะรัง  ในทางปฏิบติัเราจะเลือกจุด Q   ท่ีท  าใหพ้จน์น้ี

เป็นศูนย ์  ซ่ึงจุด Q  ตอ้งเป็นดงัน้ี 

1.ไม่มีความเร่ง     (เพราะ 0Qr
 ) 

2.มีความเร่งก็ไดถ้า้เป็นจุดศูนยก์ลางมวล  (เพราะ 0 CMCMQCM rrrr
 ) 

3.ไม่ใช่ศูนยก์ลางมวลก็ไดถ้า้มีความเร่งพุง่เขา้หรือออกผา่นศูนยก์ลางมวล 

(เพราะ QCM rr


 ช้ีจากจุด Q   ไปศูนยก์ลางมวล  ดงันั้นถา้ cross กบั Qr
 ท่ีมีทิศพุง่เขา้หรือออกผา่น

ศูนยก์ลางมวล จะไดศู้นย)์ 

 สมการ 2.1.6 นิยมเขียนสั้นๆ  ดงัท่ีพบเห็นในหนงัสือทัว่ไป ดงัน้ี  

   
td

Ld



       (2.1.7)** 
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คือทอร์กเท่ากบัอตัราการเปล่ียนแปลงโมเมนตมัเชิงมุม  เม่ือเห็นสมการน้ีนกัศึกษาควรระลึกถึงเง่ือนไข 3 

ขอ้ คือจุดอา้งอิงท่ีใชค้  านวณทอร์กและโมเมนตมัเชิงมุมนั้นจะตอ้ง 1.ไม่มีความเร่ง   หรือ  2.มีความเร่งก็ได้

ถา้เป็นจุดศูนยก์ลางมวล   หรือ 3.ไม่ใช่ศูนยก์ลางมวลก็ไดถ้า้มีความเร่งพุง่เขา้หรือออกผา่นศูนยก์ลางมวล 

 สมการ 2.1.7 เป็นสมการตั้งต้นทีเ่ราจะน าไปต่อยอดเป็นสมการการเคล่ือนที่ของออยเลอร์และ

สมการ  I    จะเห็นวา่เราท าคณิตศาสตร์ไปเร่ือยๆก็ไดส้มการน้ีออกมา  นกัศึกษาไม่จ  าเป็นตอ้งจ า

รายละเอียดในการท า  ดูใหเ้ขา้ใจสักคร้ังก็พอแลว้  ส่ิงท่ีนกัศึกษาตอ้งจ าคือเม่ือเห็นสมการน้ีแลว้ตอ้งระลึกถึง

เง่ือนไขทั้งสามขอ้ท่ีกล่าวมาแลว้ 

(นกัศึกษาควรจ าสมการ 2.1.7 พร้อมเง่ือนไข 3 ขอ้ควบคู่กนั ส่วนวธีิจ าสมการ 2.1.6a นั้นดูในขอ้ 2 ของ

หมายเหตุ) 

{ อ.ในภาค   ในหวัขอ้ 2.2  น้ี ผมน ามาจากหนงัสือ Mechanics  ของ Symmon  แลว้จดัฟอร์มเป็นสมการ 

2.1.6a เพื่อใหจ้  าง่าย } 

หมายเหตุ  1. เราใชก้ฎการเคล่ือนท่ีแบบเล่ือนท่ีเพื่อหาสมการ 2.1.7  ตวัอยา่งเช่นในบรรทดัเหนือสมการ

2.1.2   N

ext fffFrm 11312111 ...


   

แต่กฎการเคล่ือนท่ีแบบเล่ือนท่ีจะเป็นจริงนั้นตอ้งอา้งอิงกบักรอบอา้งอิงเฉ่ือย   ดงันั้นอตัราการเปล่ียนแปลง

โมเมนตมัเชิงมุม 
td

Ld


  ในสมการ 2.1.7  ตอ้งอา้งอิงกบักรอบอา้งอิงเฉ่ือย 

2. วธีิจ  าสมการ 2.1.6a ซ่ึงเป็นกรณีจุดอา้งอิง Q  มีความเร่งเป็น Qr
  ซ่ึงจะเป็นอยา่งไรก็ได ้  ท าไดโ้ดยใส่แรง

เทียม )( QrM  ท่ีจุดศูนยก์ลางมวลของระบบ  )()( QQCM rMrr 
 จะเป็นทอร์กของแรงเทียมน้ีอา้งอิง

กบัจุด Q    ดงันั้น อตัราการเปล่ียนแปลงของโมเมนตมัเชิงมุม QL
td

d 
 เท่ากบัทอร์กจริง  Q

 บวกทอร์ก

เทียม )()( QQCM rMrr 
  

2.2 สมการการเคล่ือนทีส่ าหรับการเคล่ือนทีข่องวตัถุแข็งเกร็งซ่ึงหมุนในระนาบ 

สมการ 2.1.7 ใชไ้ดก้บัทั้งระบบอนุภาคและวตัถุแขง็เกร็ง  ความจริงแลว้วตัถุแขง็เกร็งก็คือระบบ

อนุภาคท่ีมีอนุภาคอยูเ่รียงชิดติดกนัและรูปร่างไม่เปล่ียนแปลงนัน่เอง  อยา่งไรก็ตามสมการ 2.1.7 ไม่เหมาะ

นกัท่ีจะใชก้บัวตัถุแขง็เกร็ง     เราจะหาสมการท่ีเหมาะกวา่น้ี   พึงสังเกตวา่ในสมการ 2.1.7 นั้นไม่ไดก้ล่าวถึง
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ความเร็วเชิงมุมเลย  คือในการเคล่ือนท่ีนั้นอนุภาคแต่ละตวัจะเคล่ือนท่ีอยา่งไรก็ได ้ ระยะห่างระหวา่ง

อนุภาคไม่จ  าเป็นตอ้งคงท่ี    

2.2.1 สมการการเคล่ือนทีส่ าหรับวตัถุแข็งเกร็งรูปทรงใดๆซ่ึงไม่จ าเป็นต้องมีสมมาตร  

สมการ 1.3.8 บอกถึงโมเมนตมัเชิงมุม L

 อา้งอิงกบัจุดก าเนิดของพิกดัฉากซ่ึงติดไปกบัวตัถุ  ถา้เรา

เลือกจุดก าเนิด(จุดอา้งอิง Q ในหวัขอ้ 2.1)  ท่ี 1.ไม่มีความเร่ง หรือ2.มีความเร่งก็ไดถ้า้เป็นศูนยก์ลางมวล  

หรือ3.ไม่ใช่ศูนยก์ลางมวลก็ไดถ้า้มีความเร่งพุง่เขา้หรือออกผา่นศูนยก์ลางมวล  เราก็สามารถใชส้มการ   

td

Ld



    ได ้ พึงสังเกตวา่ถา้เราใชแ้กนตรึงซ่ึงไม่ติดไปกบัวตัถุค่าโมเมนตค์วามเฉ่ือย และ products of 

inertia  จะเปล่ียนไปเม่ือวตัถุหมุนซ่ึงท าใหเ้กิดความยุง่ยากในการค านวณหา 
td

Ld


   เราจึงจะใชแ้กน zyx ท่ี

ติดไปกบัวตัถุ  

เน่ืองจากแกน zyx ท่ีติดไปกบัวตัถุไม่ใช่กรอบอา้งอิงเฉ่ือยเพราะวตัถุหมุน   แต่ 
td

Ld


ตอ้งอา้งอิง

กบักรอบอา้งอิงเฉ่ือยดงัไดก้ล่าวมาแลว้ในหมายเหตุขอ้ 1 ของหวัขอ้ 2.1   เราจะแกปั้ญหาน้ีดว้ยการใช้

สมการ (ก5) ในภาคผนวก ก.  คือ ถา้วตัถุหมุนดว้ยความเร็วเชิงมุม     อตัราการเปล่ียนแปลงของ

โมเมนตมัเชิงมุมสังเกตโดยผูส้ังเกตท่ีอยูน่ิ่ง(กรอบอา้งอิงเฉ่ือย)   
fixed

td

Ld










 หาไดจ้าก   

 
fixed

td

Ld










rot
td

Ld












L


      

เม่ือ
rot

td

Ld










คืออตัราการเปล่ียนแปลงของขนาดของ A

 เม่ือถือวา่ ji ˆ,ˆ   และ k̂   คงท่ี (บางคร้ัง

เรียกวา่อตัราการเปล่ียนแปลงเม่ือสังเกตจากกรอบท่ีหมุน)      

จากสมการ 1.3.8  ส าหรับการหมุนในระนาบ kIjIiIL zzyzxz
ˆˆˆ  


  โดย 

  zyx ,0   ดงันั้น ผูส้ังเกตท่ีอยูน่ิ่ง จะสังเกตเห็นอตัราการเปล่ียนแปลงโมเมนตมัเชิงมุม เป็น 

fixed
td

Ld










 )ˆˆˆ(ˆ kIjIiIk
td

Ld
zzyzxz

rot

 











   (2.2.1) 
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อตัราการเปล่ียนแปลงของขนาดของ L

 เม่ือถือวา่ ji ˆ,ˆ   และ k̂   คงท่ี  นั้น kjiIII zzyzxz

ˆ,ˆ,ˆ,,,  จะ

คงท่ี  มีเฉพาะอตัราการเปล่ียนแปลงของ   ซ่ึงเท่ากบัความเร่งเชิงมุม     ดงันั้น  

kIjIiI
td

Ld
zzyzxz

rot

ˆˆˆ  









     หลงัจาก cross L


  แลว้จดัพจน์ จะได ้ 

fixed
td

Ld










kIjIIiII zzxzyzyzxz
ˆˆ)(ˆ)( 22       (2.2.2) 

แต่ 
  

fixed
td

Ld










ดงันั้น  เม่ือดูในแต่ละองคป์ระกอบ ,x y และ z   จะได ้ 

  )( 2 yzxzx II    ,   )( 2 xzyzy II   และ  zzz I    หรือเขียนเป็น 






















zzz

xzyzy

yzxzx

I

II

II

2

2

      (2.2.3)** 

สมการ 2.2.3 เป็นสมการทัว่ไปส าหรับวตัถุรูปทรงใดๆซ่ึงจะมีหรือไม่มีสมมาตรก็ได ้ โดยวตัถุน้ี

หมุนในระนาบและมีความเร็วเชิงมุมอยูใ่นแนวแกน  z   จุดก าเนิดของแกน zyx จะตอ้งสอดคลอ้งกบั

เง่ือนไข 3 ขอ้คือ 1.ไม่มีความเร่ง   หรือ  2.มีความเร่งก็ไดถ้า้เป็นจุดศูนยก์ลางมวล   หรือ 3.ไม่ใช่ศูนยก์ลาง

มวลก็ไดถ้า้มีความเร่งพุง่เขา้หรือออกผา่นศูนยก์ลางมวล 

พึงสังเกตวา่เราหาอตัราการเปล่ียนแปลงของโมเมนตมัเชิงมุมก่อนแลว้ค่อยดูทีละองคป์ระกอบ  ซ่ึง

แต่ละองคป์ระกอบจะเท่ากบัทอร์กในองคป์ระกอบนั้น  ตวัอยา่งเช่น k
td

Ld
z

ˆ













    ไม่ใช่  

)ˆ( kL
td

d
z 


   เพราะโดยทัว่ไปแลว้ k

td

Ld ˆ









  อาจไม่เท่ากบั )ˆ( kL
td

d



   (ถา้นกัศึกษามองไม่เห็นให้

ดู L

จากสมการ 1.3.7 ซ่ึงเป็นกรณีทัว่ไป) เพียงแต่ในกรณีการหมุนในระนาบพจน์ทั้งสองเท่ากนั  

ตวัอยา่งท่ี2.2.1-2.2.4 ต่อไปน้ีแมเ้ม่ือต่อไปนกัศึกษาไปเป็นครูจะไม่ไดใ้ชส้อนนกัเรียน  แต่จะช่วย

ใหน้กัศึกษามองเห็นภาพกวา้งของการหมุนในระนาบ   
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ตัวอย่างที2่.2.1 คานสม ่าเสมอพื้นท่ีหนา้ตดันอ้ยมากเม่ือเทียบกบัความยาว  คานมีมวล M  กิโลกรัม ยาว L  

เมตร คานวางตวัอยูใ่นแนวแกน x  ของพิกดัฉาก zyx   จงค านวณ yzxz II ,  และ zzI   ถา้เลือกจุดก าเนิดท่ี

ต่างกนั 2 จุด คือจุดท่ีท าใหพ้ิกดัของปลายคานดา้นซา้ยเป็น ก)  )0,0,0(    ข) ),0,0( c  

วธีิท า   ในตวัอยา่งน้ีจะบรรยายการอินทิเกรตละเอียดหน่อย  ต่อไปจะพูดเพียงสั้นๆ  เพราะวธีิการจะ

คลา้ยกนั 

 ความหนาแน่น(เชิงความยาว)ของคานคือ  
L

M    กิโลกรัมต่อเมตร 

ก) ใหป้ลายคานดา้นซา้ยทบักบัจุดก าเนิด ดงัรูป  ต.ย.2.2.1ก.  พิกดัของปลายคานคือ )0,0,0(  

 

  dmxzI zx      

เน่ืองจากความหมายของ xd คือระยะทางสั้นๆบนแกน x   ดงันั้นเม่ือมองดูคานจะเห็นวา่คาน 

ประกอบไปดว้ยส่วนยอ่ยๆยาว xd  เมตร เรียงต่อกนัเตม็ไปหมดตั้งแต่ 0x  ถึง Lx      

 ดูช้ินเล็กๆช้ินไหนก็ได ้ มวล md ของช้ินน้ีเท่ากบั xd
L

M    กิโลกรัม อยูบ่นระนาบ 0y

และ 0z  หรือก็คือมีพิกดั )0,0,(x เมตร  นัน่เอง   โดยมวลเล็กๆน้ีจะอยูท่ี่ x   ถึง xdx     เมตร 

ถา้ดู  dmxz    ซ่ึงเขียนอีกอยา่งไดเ้ป็น   dmxz  ความหมายของมนั คือ  ดูมวลเล็กๆของคาน 

ช้ินหน่ึงคือ md  เอามวลช้ินน้ี(กิโลกรัม) คูณกบัพิกดั x  ของมนั(เมตร)  คูณกบัพิกดั z  ของมนั(เมตร)  

แลว้ใส่เคร่ืองหมายลบเขา้ไป  จะได ้product of inertia   ยอ่ย เขียนเป็นสัญลกัษณ์ไดเ้ป็น  xzId  จากนั้นก็

xd  xd  

x  

y  

O  L  

รูป ต.ย.2.2.1ก. แกน z พุง่ออกจากหนา้กระดาษ 



การหมนุในระนาบ      ภาควิชาฟิสิกส์    คณะวิทยาศาสตร์   มหาวิทยาลยัศิลปากร            24 
 

รวม xzId ของมวลเล็กๆช้ินอ่ืนให้ทัว่ทั้งคาน  สัญลกัษณ์ของการรวมมีเคร่ืองหมายคลา้ยถัว่งอก  เราเรียกวา่

เคร่ืองหมายอินทิเกรต  

เน่ืองจากมวลช้ินเล็กๆไม่วา่จะอยูท่ี่ใดของคานมีพิกดั 0z  ดงันั้น  0 dmzxId xz  เม่ือรวม

ใหท้ัว่ทั้งคานก็ยงัเป็นศูนย ์ คือ   zxI   0  dmxz    

 ท านองเดียวกนั  0yzI     เช่นกนั 

คราวน้ีดู     dmyxI zz )( 22  

วธีิการจะเหมือนเดิมคือ  ดูมวลช้ินเล็กๆ md  ช้ินไหนก็ได ้ พิกดั y  ของมวลน้ีเป็นศูนย ์   โมเมนต ์

ความเฉ่ือยของมวลน้ี  xd
L

M
xmdxId zz

22 )0(   

 โมเมนตค์วามเฉ่ือย zzI   ของคานทั้งอนั  ไดจ้ากการรวมโมเมนตค์วามเฉ่ือยยอ่ย zzId   ตั้งแต่ 

0x  ถึง Lx      

คือ   2

0

3

0

2

3

1

3
LM

x

L

M
xd

L

M
xI

LL

zz    

นัน่คือส าหรับพิกดัชุดน้ี  0zxI  , 0yzI , 2

3

1
LMI zz   

ข) ใหป้ลายดา้นซา้ยของคานอยูท่ี่พิกดั  ),0,0( c    ดงัรูป ต.ย.2.2.1ข. 
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ถา้เราดูมวลเล็กๆท่ีต าแหน่งใดๆของคาน  พิกดั z  ของมวลน้ีเท่ากบั  c   

  
2

0

cLM
xd

L

M
xcdmcxI

L

zx    

ท านองเดียวกบัขอ้ ก.   จะได ้ 0yzI    และ 2

3

1
LMI zz   

นัน่คือส าหรับพิกดัชุดน้ี   
2

cLM
I zx   , 0yzI , 2

3

1
LMI zz   

ตัวอย่างที2่.2.2 คานในตวัอยา่ง 2.2.1 ปลายดา้นซา้ยติดกบับานพบัท่ีหมุนไดค้ล่องท าให้คานหมุนในระนาบ

ด่ิง ถา้เลือกจุดอา้งอิง(ท่ีใชค้  านวณทอร์ก และเป็นจุดก าเนิดของแกนท่ีใชค้  านวณ yzxz II ,  และ zzI  )  ท่ี

ต่างกนัคือ  ก) จุดก าเนิดในรูป ต.ย.2.2.1ก. ข)  จุดก าเนิดในรูป ต.ย.2.2.1ข. 

ในแต่ละกรณีจงเขียนสมการ 2.2.3 ในแต่ละองคป์ระกอบ  x , y และ z  

วธีิท า   ระลึกวา่สมการ2.2.3 นั้นจุดอา้งอิงตอ้งติดไปกบัวตัถุ  ในขอ้ ก) นั้นเห็นโดยง่ายวา่เป็นจุดอา้งอิงเป็น

จุดท่ีติดไปกบัคาน  เพียงแต่วา่เม่ือคานหมุนจุดน้ีจะอยูท่ี่เดิม(คือเป็นทั้งจุดท่ีติดกบัวตัถุและเป็นทั้งจุดตรึง)    

ส่วนในขอ้ ข)นั้นถา้เราจินตนาการวา่มีแท่งเบาๆเช่ือมระหวา่งปลายคานกบัจุดอา้งอิง  แลว้มองทั้งคานทั้ง

แท่งเบารวมกนัเป็นวตัถุ  จุดอา้งอิงก็จะเป็นจุดท่ีติดไปกบัวตัถุเช่นกนั  โดยเม่ือคานหมุนจุดน้ีจะอยูท่ี่เดิมคือ

เป็นจุดตรึงดว้ย 

x  

y  

O  

รูป ต.ย.2.2.1ข.  z  

c  



การหมนุในระนาบ      ภาควิชาฟิสิกส์    คณะวิทยาศาสตร์   มหาวิทยาลยัศิลปากร            26 
 

ก)  ถา้ใชจุ้ดอา้งอิงเป็นจุดก าเนิดในรูป ต.ย.2.2.1ก. จากตวัอยา่งท่ี 2.2.1 จะได ้ 0zxI  , 0yzI , 

2

3

1
LMI zz     ดงันั้น สมการ 2.2.3 จึงเป็น 

 0x  , 0y ,  2

3

1
LMz      

ข)ถา้ใชจุ้ดอา้งอิงเป็นจุดก าเนิดในรูป ต.ย.2.2.1ข. จากตวัอยา่งท่ี 2.2.1 จะได ้   
2

cLM
I zx   , 0yzI , 

2

3

1
LMI zz      ดงันั้น สมการ 2.2.3  จึงเป็น 

  









2

MLc
x , 2

2
 










MLc
y ,  2

3

1
LMz      

จะเห็นวา่เม่ือเปล่ียนจุดอา้งอิงจากขอ้ ก) มาเป็นขอ้ ข) x   และ y เปล่ียนไป  

ตัวอย่างที2่.2.3  คานในตวัอยา่ง 2.2.1 ปลายดา้นซา้ยติดกบับานพบัท่ีหมุนไดค้ล่อง  ให ้   1N    และ  2N    

เป็นแรงท่ีบานพบัท าต่อปลายคาน 

ก)ขณะท่ีคานท ามุม    กบัแนวระดบั  ดงัรูป ต.ย.2.2.3ก.  ความเร่งเชิงมุมของคานเป็นเท่าใด 

ข)ถา้เดิมคานเกือบจะอยูใ่นแนวด่ิง  จากนั้นปล่อยคานให้หมุน  ในขณะท่ีคานอยูใ่นแนวระดบัดงัรูป ต.ย.

2.2.3 ข. จงหาความเร็วเชิงมุม    และจงหา   1N    และ  2N     

ค)ถา้เลือกจุดอา้งอิงอยูบ่นแกนท่ีตั้งฉากกบัปลายคาน  โดยอยูห่่างจากปลายคานเป็นระยะ c    

ดงัรูป ต.ย. 2.2.1ข  ขณะท่ีคานอยูใ่นแนวระดบั ดงัรูป ต.ย. 2.2.3ข.  จงตรวจสอบวา่ 2 yzxzx II    

และ 2 xzyzy II    จริง 

 

2N  
รูปต.ย.2.2.3 ก.  

1N  

  

Mg  

2N  

1N  

Mg  

รูป ข. 
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วธีิท า  ก) เราเลือกจุดอา้งอิงท่ีท าใหง่้ายท่ีสุดคือปลายคานท่ีบานพบัติด  ในรูป 2.2.3ก. นั้นเรายงัไม่ระบุทิศ

ของ 1N จึงเขียนไปทาง x   ไวก่้อน  ทอร์กของ 1N    และ  2N    เป็นศูนย ์ มีเฉพาะทอร์กของน ้าหนกั  

gM   จากรูป ก.ทอร์กน้ีมีค่าเท่ากบั cos
2

L
gM  ทิศพุง่เขา้ไปในกระดาษ    

ตามขอ้ตกลงของเรา  เราใหแ้กน z   อยูใ่นแนวของความเร็วเชิงมุม  ดงันั้น  z  cos
2

L
gM   

คือมีขนาดเป็น cos
2

L
gM  ทิศช้ีไปทาง k̂     

จาก    2

3

1
LMz      

จะได ้     
L

g

2

cos3 
       (1) 

หมายเหตุ   จากภาคผนวก ง. จะเห็นวา่เราเลือก มุม   ในรูป ต.ย.2.2.3ก กบัทิศ z  ในรูป ต.ย.2.2.1ข.  ให้

สอดคลอ้งกนั 

ข)เน่ืองจาก CM เคล่ือนท่ีเป็นวงกลม ดงันั้นในรูป ข. เรารู้วา่ความเร่งของ CM มีทิศไปทาง x    จึงเขียน 

1N ใหมี้ทิศไปทาง x  

เน่ืองจากความเร่งเชิงมุมไม่คงท่ี คือข้ึนกบั   เราจึงไม่หาความเร็วเชิงมุมจากความเร่งเชิงมุม  แต่จะ

หาจากกฎการอนุรักษพ์ลงังานกลแทน  โดยในขณะท่ีคานหมุนนั้นพลงังานกลคงท่ี   ใหร้ะดบัท่ีผา่นจุด

ก าเนิดเป็นระดบัอา้งอิงพลงังานศกัยโ์นม้ถ่วง   ดงันั้น 

  22

3

1

2

1

2








 ML

L
gM  

L

g32             (2) 

จุดศูนยก์ลางมวลของคานมีความเร่งในแนวด่ิงขนาดเป็น  
4

3

2

3

22

g

L

gLL









    ทิศ ĵ (ช้ีลงในแนวด่ิง) 

ดงันั้น เม่ือดูในแนวด่ิง  
4

3
2

g
MNMg   

  MgN
4

1
2   ทิศ ĵ     (3) 
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จุดศูนยก์ลางมวลของคานมีความเร่งในแนวระดบัขนาดเป็น   
2

2 L
    ทิศ î (ช้ีไปทางซา้ยมือ) 

ดงันั้น เม่ือดูในแนวระดบั  
2

2

1

L
MN   ทิศ î   (แรงกบัความเร่งตอ้งมีทิศเดียวกนั)  

แทน 2   จากสมการ 2 ลงไป จะได ้

MgN
2

3
1     ทิศ î     (4) 

ค)จากรูป ข. จะเห็นวา่  cMgcNcMgx
4

3
2     (5) 

ในสมการ 5 นั้น เราใชส้มการ 3 ช่วย 

พิจารณา 2 yzxz II     จากตวัอยา่งท่ี3.1 เราได ้
2

cLM
I zx   , 0zyI ,   จากสมการ 1 เม่ือคานอยูใ่น

แนวระดบั  
L

g

2

3
      

 ดงันั้น Mgc
L

gMLc
II yzxz

4

3

2

3

2

2 
















    (6) 

จากสมการ 5 และ 6 จะเห็นวา่ 2 yzxzx II    จริง  

จากรูป ข. จะเห็นวา่  cNy 1  (คือขนาด cN1 ทิศ ĵ ) 

แทนสมการ 4 ลงไปจะได ้   cMgy
2

3
     (7) 

พิจารณา และ Mgc
L

gMLc
II xzyz

2

33

2
02 
















      (8) 

จากสมการ 7 และ 8 จะเป็นวา่ 2 xzyzy II     จริง 

ตัวอย่างที ่2.2.4 ในตวัอยา่งท่ี 2.2.1-2.2.3 ท่ีผา่นมานั้นเป็นการปูพื้นฐานเก่ียวกบัสมการ 2.2.3  ในตวัอยา่งท่ี

2.2.4 น้ี  จะเป็นตวัอยา่งท่ีพบจริงในชีวิตประจ าวนั   
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 สมมติมีจานกลมสม ่าเสมอหนา b   ตรงกลางจานมีตลบัลูกปืน(bearing) ท าใหห้มุนไดค้ล่องรอบ

แกนท่ีตั้งฉากและผา่นจุดศูนยก์ลางของจาน  จานมีมวล m   ขนาดเท่ากนัสองกอ้น  ติดอยูค่นละดา้นของ

จาน  แต่ห่างจากแกนหมุนเป็นระยะ c เท่ากนั   ดงัรูป ต.ย.2.2.4 

 

 

 เพื่อความง่ายเราตั้งแกน zyx   ใหจุ้ดก าเนิดอยูท่ี่จุดศูนยก์ลางจาน แกน z   ตั้งฉากกบัจาน  พิกดัใน

แกน ,x  y  และ z  ของมวลกอ้นแรกคือ )
2

,,0(
b

c   ของกอ้นท่ีสองคือ )
2

,,0(
b

c    เราดูจานและมวล

ทั้งสองรวมกนัเป็นวตัถุ 

 พิจารณา  dmxzI zx   เน่ืองจากตวัจานมีสมมาตร  zxI   เฉพาะของจานจึงเป็นศูนย ์ นอกจากน้ี

มวลทั้งสองต่างอยูท่ี่ 0x  คือ zxI ของมวลทั้งสองก็เป็นศูนยเ์ช่นกนั   ดงันั้น zxI ของวตัถุเท่ากบัศูนย ์

 พิจารณา  dmyzI zy   เน่ืองจากตวัจานมีสมมาตร  yzI   เฉพาะของจานจึงเป็นศูนย ์ ส่วนของ

มวลกอ้นแรกจะเป็น  m
b

c )
2

)((  ของกอ้นท่ีสองเป็น  m
b

c )
2

)((    ของทั้งสองกอ้นรวมกนัเป็น 

mbc  ดงันั้น zyI ของวตัถุเท่ากบั  mbc   ซ่ึงไม่เท่ากบัศูนย ์   

ในขณะท่ีจานไม่หมุน  ระบบจะอยูใ่นสมดุล  คือตลบัลูกปืนจะรับน ้าหนกัของจานและมวลสอง

กอ้นเท่านั้น  แต่เม่ือจานหมุน  แมห้มุนดว้ยความเร็วเชิงมุมคงท่ี  จากสมการ )( 2 yzxzx II   จะมี

  z  

x  

y  

c  

ตลบัลูกปืน 

รูปต.ย.2.2.4 ก. รูปมองจากบนลงล่าง แกน 

z พุง่ออกจากกระดาษ 

แกนหมุน 

รูป ข. รูปดา้นขา้ง 
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ทอร์ก x  จากตลบัลูกปืนกระท าต่อจาน  จานจะหมุนไม่เรียบมีอาการสั่นๆ  ตลบัลูกปืนจะมีอายกุารใชง้าน

นอ้ยลงเพราะไม่ไดรั้บน ้าหนกัอยา่งเดียว     นกัศึกษาอาจเคยเห็นใบพดัลมท่ีบ่ินมีการหมุนแบบสั่นๆ  ทั้งน้ี

เพราะใบพดัไม่สมมาตรแลว้   zxI และ yzI ไม่เป็นศูนย ์ 

เพื่อใหเ้ห็นท่ีมาของทอร์กในแนวตั้งฉากกบัความเร็วเชิงมุม (คือ x , y )  พิจารณามวลขนาดเท่ากนั

สองกอ้นติดกบัเพลาดว้ยกา้นยดึแต่ติดเยื้องกนัดงัรูปต.ย.2.2.4 ค.   

  เราจะพิจารณาจาก  2  มุมมอง มุมมองแรกมองในกรอบอา้งอิงเฉ่ือย  ถา้เราพิจารณามวลหน่ึงกอ้น

และกา้นยดึเป็นวตัถุ เม่ือเพลาหมุนความเร็วเชิงมุมของวตัถุมีทิศในแนวเพลา  เราไม่จ  าเป็นตอ้งรู้ต าแหน่งท่ี

แน่นอนของจุดศูนยก์ลางมวลของวตัถุน้ีแต่เรารู้วา่เม่ือเพลาหมุนจุดศูนยก์ลางมวลของวตัถุแต่ละช้ินเคล่ือนท่ี

เป็นวงกลม  สมมติเพลาหมุนดว้ยความเร็วเชิงมุมคงท่ีดงันั้นความเร่งของจุดศูนยก์ลางมวลของวตัถุแต่ละช้ิน

มีทิศพุง่เขา้หาเพลา  นัน่คือตอ้งมีแรงในทิศพุง่เขา้หาเพลากระท าต่อวตัถุแต่ละช้ิน  แรงน้ีคือแรง F

ในรูป ค.

ท่ีเพลาดึงกา้นยดึนัน่เอง  จึงมีทอร์กของแรงน้ีในแนวตั้งฉากกบัเพลา  เน่ืองจากขนาดแรงดึงเท่ากนัแต่ทิศ

ตรงกนัขา้ม  จึงเป็นคู่ควบ(couple)  ขนาดเป็น Fd  มีทิศพุง่เขา้ไปในกระดาษตั้งฉากกบัเพลา  นัน่คือเพลา

ไม่ไดเ้พียงแค่รับน ้าหนกัของมวลและกา้นยดึแต่ตอ้งออกแรงเพื่อให้เกิดทอร์ก(คู่ควบ)ในแนวตั้งฉากกบั

ความเร็วเชิงมุมอีกดว้ย  

มุมมองท่ีสองมองจากกรอบอา้งอิงท่ีติดไปกบัมวลซ่ึงเป็นกรอบอา้งอิงท่ีมีความเร่งเน่ืองจากการ

หมุน  ผูส้ังเกตในกรอบอา้งอิงน้ีจะบอกวา่ตวัเองอยูน่ิ่งแต่จะรู้สึกวา่มีแรงเทียมท่ีเรียกวา่ “แรงหนีศูนยก์ลาง” 

เหวีย่งเขาออกจากเพลา  ดงันั้นถา้เราพิจารณามวลหน่ึงกอ้นและกา้นยดึเป็นวตัถุ  เม่ือมองจากกรอบอา้งอิงท่ี

ติดไปกบัวตัถุน้ีจึงมีแรงสองแรงกระท าต่อวตัถุ  คือแรงจริง F

ท่ีเพลากระท าและ “แรงหนีศูนยก์ลาง” ขนาด

d  




 

เพลา 

กา้นยดึ 

มวล 

F


 

F


 

รูป ต.ย.2.2.4ค. คู่ควบมีทิศพุง่เขา้ไปในกระดาษตั้งฉากกบัเพลา 
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เท่ากบัแรง  F

ในรูป ต.ย.2.2.4ค.แต่ทิศตรงกนัขา้ม(เพราะเขาคิดวา่เขาอยูน่ิ่ง)  แรงท่ีเพลากระท าท าใหเ้กิดคู่

ควบ Fd  มีทิศพุง่เขา้ไปในกระดาษตั้งฉากกบัเพลาเช่นเดียวกบัในมุมมองแรก  จะเห็นวา่ไม่วา่จะมองจาก

กรอบอา้งอิงเฉ่ือยหรือกรอบอา้งอิงท่ีมีความเร่งผลจะออกมาตรงกนั  อยา่งไรก็ตามนกัศึกษาครูไม่ควรสอน

แรงเทียมใหแ้ก่เด็กนกัเรียนเพราะจะท าใหเ้ด็กสับสน  การใชแ้รงเทียมอาจท าใหก้ารแกปั้ญหาสะดวกข้ึนแต่

ผูใ้ชต้อ้งรู้วา่ตนเองก าลงัท าอะไรอยู ่  ท่ีน ามากล่าวในท่ีน้ีเพราะตอ้งการใหน้กัศึกษาเขา้ใจเม่ือไปเห็น

ค าอธิบายในท านองน้ี  

หมายเหตุ ถา้พิจารณาค ากล่าวท่ีวา่ “สมดุลต่อการหมุนเกิดเม่ือวตัถุอยูน่ิ่งหรือหมุนดว้ยความเร็วเชิงมุมคงท่ี  

และจะไดว้า่โมเมนตท์วนเข็มนาฬิกาเท่ากบัโมเมนตต์ามเขม็นาฬิกา” จะเห็นวา่โมเมนตท์วนโมเมนตต์ามใน

ท่ีน้ีหมายถึง z  เท่านั้น ไม่ไดห้มายถึง x  หรือ y  

2.2.2 สมการส าหรับปัญหาอย่างง่าย  I   และข้อควรรู้บางอย่าง   

 ในหวัขอ้ 2.2.1 นั้นเป็นการหมุนในระนาบของวตัถุรูปทรงใดๆซ่ึงอาจมีหรือไม่มีสมมาตรก็ได ้  แต่

ในระดบัมธัยมปลายหรือฟิสิกส์ทัว่ไป 1  รูปร่างของวตัถุมกัมีสมมาตร  ตวัอยา่งเช่น ทรงกระบอกสม ่าเสมอ  

ทรงกลมสม ่าเสมอ คานสม ่าเสมอ เป็นตน้ จุดอา้งอิง(ซ่ึงตอ้งสอดคลอ้งกบัเง่ือนไข 3 ขอ้) มกัเป็นจุดท่ีท าให ้

xzI  และ yzI  เป็นศูนย ์ ดงัจะเห็นไดใ้นตวัอยา่งท่ี 2.2.5 และ 2.2.6   

ตัวอย่างที ่2.2.5 ทรงกระบอกสม ่าเสมอกลิง้บนพืน้ราบหรือพืน้เอยีง 

 จุดอา้งอิงของสมการ 2.2.3 ท่ีใชไ้ดต้ลอดคือจุดศูนยก์ลางมวล   ถา้เป็นการกล้ิงโดยไม่ไถลจะมี

จุดอา้งอิงท่ีใชไ้ดเ้พิ่มอีกจุดหน่ึงคือจุดบนทรงกระบอกตรงกลางเส้นท่ีทรงกระบอกแตะพื้น  จุดน้ีมีความเร่ง

พุง่เขา้หาจุดศูนยก์ลางมวล   เราจะหา xzI  และ yzI เม่ือจุดก าเนิดของพิกดั zyx  อยูท่ี่จุดอา้งอิงแต่ละจุด   

ระลึกวา่แกน z  อยูใ่นแนวของความเร็วเชิงมุมซ่ึงก็คือแนวของแกนทรงกระบอก  

1. จุดอา้งอิงอยูท่ี่ศูนยก์ลางมวล   

จินตนาการเสียบกระจกเงาระนาบท่ีระนาบ zy  พิจารณาดูมวลเล็กๆ md ตรงไหนก็ 

ไดใ้นวตัถุซ่ึงอยูห่นา้กระจก จะเห็นภาพของมวล md  ในวตัถุท่ีอยูห่ลงักระจก ซ่ึงก็คือท่ี z ค่าหน่ึง จะมี x  

สองค่า  ขนาดเท่ากนั แต่เคร่ืองหมายต่างกนั   ดงันั้น  0  dmxzI zx     
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ในการพิจารณา   dmyzI zy จินตนาการเสียบกระจกเงาท่ีระนาบ yx  จะเห็นวา่ท่ี y ค่าหน่ึง

จะมี z สองค่า  ขนาดเท่ากนั แต่เคร่ืองหมายต่างกนั   ดงันั้น  0zyI  

2. จุดอา้งอิงอยูต่รงกลางเส้นท่ีทรงกระบอกแตะพื้น ดงัรูปต.ย.2.2.5ก. และ ข. 

 

จินตนาการเสียบกระจกเงาคลา้ยๆขอ้ ก) จะเห็นวา่ 0  dmxzI zx   และ 0  dmyzI zy  

ตัวอย่างที ่2.2.6 ทรงกลมสม ่าเสมอกลิง้บนพืน้ราบหรือพืน้เอยีง 

 จุดอา้งอิงของสมการ 2.2.3 ท่ีใชไ้ดต้ลอดคือจุดศูนยก์ลางมวล   ถา้เป็นการกล้ิงโดยไม่ไถลจะมี

จุดอา้งอิงเพิ่มอีกจุดหน่ึงคือจุดบนทรงกลมท่ีทรงกลมแตะพื้น  เพราะมีความเร่งพุง่เขา้หาจุดศูนยก์ลางมวล 

 พิจารณาคลา้ยกบัตวัอยา่งท่ี 2.2.5 จะเห็นวา่จุดอา้งอิงทั้งสอง 0zxI   และ 0zyI  

  เม่ือย้อนไปดูสมการ 2.2.3 ถา้  0zxI   และ 0zyI   จะไดว้า่ 0x   ,   0y  มีเฉพาะ 

 zzz I   นอกจากน้ีในระดบัมธัยมและฟิสิกส์ทัว่ไป1 นั้นเราไม่สนใจสถานการณ์ท่ีตอ้งใช ้ x   และ y   

ใชเ้พียง z ก็ไดค้  าตอบท่ีตอ้งการแลว้ (ตวัอยา่งเช่นการหมุนรอบแกนตรึงของ physical pendulum ซ่ึง zxI   

และ zyI อาจไม่เป็นศูนย ์ )  ดงันั้นหนงัสือทัว่ไปมกัเขียนเพียงวา่   

 I       (2.2.4)*** 

x  

y  

z  

x  

y  

รูปต.ย.2.2.5 ก. มองหนา้ตดั   

แกน z พุง่ออกจากกระดาษ 

รูป ข. มองเอียง 
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 สมการ 2.2.4 เป็นสมการหลกัท่ีเราจะใชบ้รรยายการหมุนในระนาบ  บางคร้ังเรียกวา่กฎการ

เคล่ือนท่ีขอ้ท่ีสองกรณีการหมุนในระนาบ  สมการน้ีมีเง่ือนไขคือ 

1. ใชไ้ดเ้ฉพาะการหมุนในระนาบเท่านั้น  

2. จุดอา้งอิงท่ีใชค้  านวณทอร์กและโมเมนตมัเชิงมุมเป็นจุดท่ีติดไปกบัวตัถุและจะตอ้ง ก.ไม่มีความเร่ง  

หรือ ข.มีความเร่งก็ไดถ้า้เป็นจุดศูนยก์ลางมวล  หรือ ค.ไม่ใช่จุดศูนยก์ลางมวลก็ไดถ้า้มีความเร่งพุง่

เขา้หรือออกผา่นศูนยก์ลางมวล 

3. ทอร์ก  เป็นองคป์ระกอบของทอร์กในแนวของความเร็วเชิงมุม   

4. โมเมนตค์วามเฉ่ือย I    อา้งอิงเทียบกบัแกนท่ีอยูใ่นแนวของความเร็วเชิงมุมและผา่นจุดอา้งอิง 

2.2.2.1  รูปฉายของวตัถุและแรง   

ในการเขียนรูปของการหมุนในระนาบในระดบัมธัยมและฟิสิกส์ทัว่ไป1   เราเขียนรูปวตัถุและแรง

ท่ีกระท าต่อวตัถุลงบนระนาบของกระดาษ    ทั้งท่ีแรงอาจกระจายอยูท่ี่ต  าแหน่งต่างๆบนวตัถุ  เราจะมาดูวา่

ท าไมจึงเป็นเช่นน้ี 

 เราจะใชก้ารกล้ิงของทรงกระบอกเป็นตวัอยา่งในการพิจารณา  รูป 2.2.1 ก. ทรงกระบอกรัศมี R    

ก าลงักล้ิง  ตั้งแกน zyx ใหแ้กนทรงกระบอกอยูใ่นแนวแกน z  ซ่ึงก็คือในแนวของความเร็วเชิงมุมดงั

ขอ้ตกลงของเราท่ีแลว้มา   จุดก าเนิด O  ของพิกดั  zyx  อยูท่ี่ใดก็ได ้  ในท่ีน้ีเราจะสมมติใหอ้ยูบ่นแนวแกน

ทรงกระบอก  มีแรง NFFF


,...,, 21   ในแนวแกน  x   กระจายกนักระท าท่ีผวิส่วนล่างสุดของทรงกระบอก  

ถา้มองตามทิศของแรงเขา้ไปจะเห็นเวกเตอร์ต าแหน่งของแรงเหล่าน้ี ดงัรูป 2.2.1ข.  



การหมนุในระนาบ      ภาควิชาฟิสิกส์    คณะวิทยาศาสตร์   มหาวิทยาลยัศิลปากร            34 
 

 

 

 ทอร์ก  ของแรง  NFFF


,...,, 21   อา้งอิงกบัจุดก าเนิด  O   หาไดจ้าก 

 
   =   iFkzjR ˆ)ˆˆ( 11 ...ˆ)ˆˆ( 22  iFkzjR iFkzjR NN

ˆ)ˆˆ(   

แต่ท่ีเราสนใจคือองคป์ระกอบของทอร์กในแนวของความเร็วเชิงมุม  ก็คือ z  โดย   

z  =  iFjR ˆ)ˆ( 1 ...ˆ)ˆ( 2  iFjR iFjR N
ˆˆ(   

       =  iFFFjR N
ˆ)...()ˆ( 21    =  iFjR ˆ)ˆ(   

o 

2F


 

NF


 

z  

1F


 

x  
y  

รูป2.2.1ก. 

2


 

  




 

  

N


 

O  z  

y  

  

1 

kz ˆ
  

jR ˆ  
r


 

รูป 2.2.1 ข. มองตามแกน x 

ปป  

ทรงกระบอกรัศมี R ถูกแรง NFFF


,...,, 21  กระท าท่ีผิวดา้นล่าง 
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เม่ือ  NFFFFiF


 ...ˆ
21   

 จะเห็นวา่การกระจายต าแหน่งของแรงในแนวของความเร็วเชิงมุมนั้นไม่มีผลต่อ z  ดงันั้นแทนท่ี

จะเขียนเป็นรูป 3 มิติ เราจึงฉาย(project)ทั้งวตัถุทั้งแรงตามแนวความเร็วเชิงมุมลงบนกระดาษ  โดย 

NFFFF


 ...21 ดงัรูป 2.2.2   

 

 นกัศึกษาจะเห็นวา่รูปฉายน้ีเหมาะสมมากในการค านวณ z   ดงันั้นการหมุนในระนาบระดบัมธัยม

และฟิสิกส์ 1 รูปท่ีเขียนจึงเป็นรูปแบนๆในกระดาษ   ทิศของความเร็วเชิงมุมของวตัถุจะตั้งฉากกบัระนาบ

ของกระดาษเสมอ   

2.2.2.2 ข้อพงึระวงัเกี่ยวกบัความเร่งของจุดทีต่ิดไปกบัวตัถุ 

 จุดบนวตัถุท่ีอยูน่ิ่ง(ชัว่ขณะ) อาจมีความเร่งต่างกบัจุดท่ีอยูน่ิ่งนอกวตัถุ(จุดตรึง)   ซ่ึงจะเห็นไดจ้าก

ตวัอยา่งต่อไปน้ี  

1.มวลติดสปริงวางบนพื้นล่ืน   ปลายหน่ึงของสปริงติดกบัก าแพง  มวลสั่นไปมาแบบซิมเปิลฮาร์มอนิก  

พิจารณาขณะท่ีมวลอยูต่  าแหน่งขวาสุด(หรือซา้ยสุด) มวลอยูน่ิ่ง(ชัว่ขณะ) เทียบกบัจุดตรึงบนพื้น  แต่มวลมี

ความเร่ง(เพราะมีแรงสปริงกระท า)ในขณะท่ีจุดตรึงบนพื้นไม่มีความเร่ง 

2.ทรงกลมกล้ิงโดยไม่ไถลบนพื้นราบ(หรือพื้นเอียง)  ให ้ A   เป็นจุดบนผวิทรงกลม   B   เป็นจุดตรึงท่ีอยูน่ิ่ง

บนพื้น  ณ เวลาหน่ึงจุด A  แตะทบักบั  B   ในขณะน้ี A  อยูน่ิ่ง(ชัว่ขณะ) เทียบกบั B ความเร่งในแนวระดบั

(หรือในแนวพื้นเอียง)ของจุด A   เป็นศูนย ์ แต่เน่ืองจากจุด A  เคล่ือนท่ีแบบวงกลม  จุด A จึงมีความเร่งใน

ทิศท่ีช้ีเขา้หาจุดศูนยก์ลางของทรงกลมซ่ึงเป็นจุดศูนยก์ลางมวลของทรงกลม 

F


 

รูป 2.2.2 
 รูปฉายของรูป 2.2.1  แกน z  พุง่ออกจาก

กระดาษและตั้งฉากกบัระนาบกระดาษ 
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3.ทรงกระบอกกล้ิงโดยไม่ไถลบนพื้นราบ(หรือพื้นเอียง)  ให ้ A   เป็นจุดบนผวิทรงกระบอกโดยอยูท่ี่

ต  าแหน่งก่ึงกลางของความสูงของทรงกระบอก   B   เป็นจุดตรึงท่ีอยูน่ิ่งบนพื้น  ณ เวลาหน่ึงจุด A  แตะทบั

กบั  B   คลา้ยๆกบัขอ้ 2 จะเห็นวา่แมจุ้ด A  อยูน่ิ่ง(ชัว่ขณะ) แต่มีความเร่งในทิศเขา้หาจุดก่ึงกลางของแกน

ทรงกระบอกซ่ึงเป็นจุดศูนยก์ลางมวลของทรงกระบอก 

 จากท่ีกล่าวมาท าใหเ้ราตอ้งระวงัวา่จุดท่ีอยูน่ิ่งไม่ไดห้มายความวา่จุดนั้นจะไม่มีความเร่ง   อาจมีก็ได ้  

2.2.2.3 ทฤษฎีแกนขนานและทฤษฎีแกนตั้งฉาก 

ก)ทฤษฎแีกนขนาน (parallel-axis theorem) 

 ทฤษฎีแกนขนานใชไ้ดก้บัวตัถุรูปทรงใดๆก็ได ้ ถา้วตัถุมวล M   มีโมเมนตค์วามเฉ่ือยรอบแกนท่ี

ผา่นจุดศูนยก์ลางมวลเป็น CMI   โมเมนตค์วามเฉ่ือย I  ของวตัถุน้ีรอบแกนใดๆซ่ึงขนานกบัแกนท่ีผา่นจุด

ศูนยก์ลางมวลและอยูห่่างกนัเป็นระยะ h   มีค่าเป็น 

  2hMII CM   

สมการขา้งบนน้ีเรียกวา่ทฤษฎีแกนขนาน 

พิสูจน ์   รูป 2.2.3ก.แสดงแกนขนานสองแกนเม่ือมองจากดา้นขา้ง  ส่วนรูป 2.2.3 ข. นั้นมองจากดา้นบนลง

มา  เราใหแ้กน x   อยูบ่นแนวเส้นตรงท่ีตั้งฉากกบัแกนทั้งสอง 

 

  

CM  

z  

h  
CM


 

md  

x  
x  

y  

รูป 2.2.3 ก. 
h  

 ข.  มองยอ้นแกน z ลงมา 

O  
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 ในรูป 2.2.3 ข. x  คือพิกดัในแนวแกน x ของมวล md อา้งอิงกบั CM 

เราจะหาโมเมนตค์วามเฉ่ือยรอบแกน z   ระยะทางตั้งฉากจากมวล md มายงัแกน z คือ 22)( yxh   

     mdyxxhhmdyxhI )2(}){( 2222
2  

     dmhdmxhdmyx 222 2)(  

แต่จากสมการ 4 หนา้ 2  


 0xm    ซ่ึงก็คือ   0mdx  

ดงันั้น   2222 )( hMIdmhdmyxI CM     

ข)ทฤษฎแีกนตั้งฉาก 

ทฤษฎีแกนตั้งฉากใชไ้ดก้บัวตัถุท่ีเป็นแผน่บางในระนาบ   โดยโมเมนตค์วามเฉ่ือยของวตัถุท่ีเป็นแผน่
บางๆ ในระนาบ  รอบแกนท่ีตั้งฉากกบัระนาบของแผน่  จะมีค่าเท่ากบัผลบวกของโมเมนตค์วามเฉ่ือยของ
แกนทั้งสองท่ีตั้งฉากกนับนระนาบของแผน่นั้น 
 

 

 
จากรูป 2.2.4 พิจารณามวล md  ซ่ึงอยูห่่างจากแกน z  เท่ากบั 22 yx       
           โมเมนตค์วามเฉ่ือยรอบแกน z  ,      dmydmxmdyxI z

2222 )(  

md  

x  

y  

z  

รูป 2.2.4  วตัถุเป็นแผน่บางอยูใ่นระนาบ yx  
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               นัน่คือ yxz III   
 
3.งาน-พลงังาน 

3.1 พลงังานจลน์ของวตัถุแข็งเกร็งเม่ือวตัถุหมุนในระนาบ 

3.1.1 พลงังานจลน์เม่ือวตัถุหมุนรอบแกนตรึง 
 

 

  สมมติวตัถุแขง็เกร็งหมุนดว้ยความเร็วเชิงมุม   รอบแกนหมุนตรึง (แกนหมุนท่ีไม่ไดเ้คล่ือนท่ี) ดงั

รูปท่ี  3.1.1   

โดย     md  เป็นมวลเล็กๆช้ินหน่ึงอยูห่่างจากแกนหมุนเป็นระยะทาง r  

             อตัราเร็วของมวล md  อา้งอิงกบักรอบอา้งอิงเฉ่ือยคือ   rv    

 ดงันั้น พลงังานจลน์ของมวลเล็กๆน้ี เท่ากบั  mdr 2)(
2

1
         

 พลงังานจลน์ของวตัถุทั้งกอ้นเน่ืองจากการหมุนหาไดจ้ากการรวม(ดว้ยการอินทิเกรต)   คือ      

  mdrEk

2)(
2

1
  

ขณะน้ีเราอินทิเกรตเทียบกบัมวลเล็กๆ md  จะเห็นวา่ไม่วา่จะเป็นมวลเล็กๆช้ินใดก็ตามต่างก็มี 

อตัราเร็วเชิงมุม  เดียวกนั   ดงันั้น    จึงเป็นค่าคงท่ีดึงออกนอกเคร่ืองหมายอินทิเกรตไดเ้ป็น  

md  

r  

แกนหมุนตรึง รูปท่ี 3.1.1 
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   mdrEk

22 )(
2

1
      

สังเกตวา่เม่ือเราใหแ้กน z ทบักบัแกนหมุน  2)( r  ก็คือ 22 yx     หรือ  zzImdr  

2)(
2

1   

นัน่เอง   ซ่ึงเราเขียนสั้นๆเป็น I     ดงันั้น 

 2

2

1
IEk       (3.1.1)** 

ระลึกวา่สมการน้ีใชก้บัแกนหมุนท่ีอยูน่ิ่ง  จะเป็นแกนท่ีอยูน่ิ่งชัว่ขณะก็ใชไ้ด ้ ตวัอยา่งเช่น

ทรงกระบอกกล้ิงโดยไม่ไถล  ผวิทรงกระบอกท่ีแตะพื้นเป็นแกนท่ีอยูน่ิ่งชัว่ขณะจึงสามารถใชแ้กนน้ีค านวณ

พลงังานจลน์ของทรงกระบอกตามสมการ 3.1.1 ได ้   

3.1.2 พลงังานจลน์เม่ือวตัถุหมุนรอบแกนไม่ตรึง 
 ตวัอยา่งของการหมุนรอบแกนไม่ตรึงเช่นการกล้ิงของทรงกระบอกไม่วา่จะไถลหรือไม่ก็ตาม  ซ่ึง

มองไดว้า่ทรงกระบอกหมุนรอบแกนกลางโดยแกนน้ีเคล่ือนท่ีไปดว้ย  

เพื่อความสะดวกจะพิจารณาวตัถุแขง็เกร็งเป็นระบบอนุภาคท่ีระยะห่างระหวา่งอนุภาคคงท่ี   รูป 

3.1.2 เป็นระบบอนุภาคแต่เพื่อความชดัเจนเราจึงเขียนอนุภาคเพียงแค่ตวัเดียว  คือตวัท่ี    

ให ้O   เป็นจุดก าเนิด(ของเวกเตอร์ต าแหน่ง)ซ่ึงเป็นจุดตรึง  

พิจารณาอนุภาคตวัท่ี   ซ่ึงมีมวล m   

 

CMr


 

r


 

CM  

O  

 

m  

รูป 3.1.2 

'

r
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 r
   เป็นเวกเตอร์ต าแหน่งของมวลตวัท่ี   

CMr
   เป็นเวกเตอร์ต าแหน่งของจุดศูนยก์ลางมวลของระบบเทียบกบัจุด O   

r 
  เป็นเวกเตอร์ต าแหน่งของอนุภาคตวัท่ี   เทียบกบัจุดศูนยก์ลางมวลของระบบอนุภาคน้ี 

เพราะวา่   พลงังานจลน์ของระบบอนุภาคคือผลรวมของพลงังานจลน์อนุภาคแต่ละตวั  ดงันั้น 

 พลงังานจลน์ของระบบ  



2

2

1
vmEk      (3.1.2) 

แต่   vvv

2    ดงันั้น   



 vvmEk



2

1  

จากรูป 3.1.2         rrr CM

       หาอนุพนัธ์เทียบกบัเวลา  จะได ้

       rrr CM
      

หรือ     vvv CM

                  (3.1.3) 

เม่ือ CMv
  คือความเร็วของจุดศูนยก์ลางมวลอา้งอิงกบัจุด O   ท่ีอยูน่ิ่ง 

 คือความเร็วของอนุภาคตวัท่ี   อา้งอิงกบัจุดศูนยก์ลางมวล 

หาผลคูณเชิงสเกลาร์ของสมการ (3.1.3)  จะไดว้า่ 

)()(  vvvvvv CMCM

  

   =      vvvvvvvv CMCMCMCM

  

แต่                CMCM vvvv

   

ดงันั้น  222 )(2  vvvvv CMCM


         (3.1.4) 

แทนสมการ (3.1.4) ลงใน (3.1.2) จะได ้

 22

2

1
)(

2

1












vmvvmvmE CMCMk
 

  

  22

2

1
)(

2

1












vmvvmmv CMCM
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  22

2

1
)(

2

1








 vmvmvvM CMCM
 

     (3.1.5) 

 แต่ 



vm 
  คือ โมเมนตมัของระบบอา้งอิงกบัจุดศูนยก์ลางมวล  ซ่ึงมีค่าเป็นศูนย ์ดงันั้น 

 22

2

1

2

1




vmvME CMk
       (3.1.6)** 

พิจารณาสมการ (3.1.6) จะเห็นวา่ พลงังานจลน์ของระบบประกอบดว้ย 2 ส่วน   

       ส่วนแรก เป็นพลงังานจลน์ของการเล่ือนท่ี    โดยคิดคลา้ยกบัวา่มวลทั้งหมดของระบบไปอดัอยูท่ี่

ศูนยก์ลางมวล  

  ส่วนท่ีสอง เป็นพลงังานจลน์ของสมาชิกอา้งอิงกบัจุดศูนยก์ลางมวล 

 อน่ึง  สมการ (3.1.6) เป็นจริงเสมอ ไม่วา่สมาชิกแต่ละตวัจะเคล่ือนท่ีอยา่งไร คือ อาจเคล่ือนท่ีเป็น

แนวตรง   แนวโคง้   หมุน  หรือสั่น  ก็ได ้

 ในกรณีวตัถุแขง็เกร็ง  เน่ืองจากระยะห่างระหวา่งสมาชิกคงท่ี  การเคล่ือนท่ีของสมาชิกเทียบกบัจุด

ศูนยก์ลางมวลจึงเป็นการหมุนรอบจุดศูนยก์ลางมวล  จากสมการ (3.1.6)  จะไดว้า่พลงังานจลน์ของการ

หมุนรอบแกนหมุนท่ีผา่นศูนยก์ลางมวลเท่ากบั 2

2

1
CMI   ดงันั้น  สมการ (3.1.6) จะเป็น 

 22

2

1

2

1
CMCMk IvME       (3.1.7)** 

 นัน่คือ  เม่ือวตัถุแขง็เกร็งหมุนรอบแกนไม่ตรึง  พลงังานจลน์หาไดจ้ากผลรวมของพลงังานจลน์

เน่ืองจากการเล่ือนท่ีของจุดศูนยก์ลางมวล  กบัพลงังานจลน์เน่ืองจากการหมุนรอบแกนหมุนท่ีผา่นจุด

ศูนยก์ลางมวล 

3.2 งาน-พลงังาน ในกรณแีกนหมุนตรึง  

สมมติมีแรง(ลพัธ์)ภายนอก F


  กระท าต่อวตัถุแขง็เกร็งท าให้วตัถุหมุนรอบแกนตรึง  การ

หมุนรอบแกนตรึงเป็นการหมุนในระนาบ  เราจึงใชส้มการ  I  ไดด้งัไดก้ล่าวมาแลว้ 

td

d
II
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จากกฎลูกโซ่จะไดว้า่  


































d

d

td

d

d

d

td

d  

ดงันั้น   





d

d
I       (3.2.1) 

สมการ 3.2.1 เขียนบรรยายอีกแบบ  ไดเ้ป็น   dId   

อินทิเกรตตั้งแต่เร่ิมตน้  จนถึงสุดทา้ย  
f

i

d  kf

f

i

EIIdI  
22

2

1

2

1
  

 เราเรียก 
f

i

d   วา่งาน W    ดงันั้น 


f

i

dW   kif EII  22

2

1

2

1
   (แกนหมุนตรึง) (3.2.2)** 

โดยทอร์กเป็นทอร์กของแรงภายนอก  และ I   เป็นโมเมนตค์วามเฉ่ือยรอบแกนหมุนตรึง 

3.3 งาน-พลงังาน ในกรณแีกนหมุนรอบแกนไม่ตรึง 

สมมติมีแรง(ลพัธ์)ภายนอก F


  กระท าต่อวตัถุแขง็เกร็ง   โดยจุดศูนยก์ลางมวลของวตัถุน้ี 

เคล่ือนท่ีแบบเล่ือนท่ี  และขณะเดียวกนัวตัถุน้ีก็หมุนรอบแกนท่ีผา่นจุดศูนยก์ลางมวล  

จากกฎการเคล่ือนท่ีขอ้ท่ีสองแบบเล่ือนท่ี  
td

vd
MaMF CM

CM




  

น ามา dot กบัการกระจดัสั้นๆของจุดศูนยก์ลางมวล  คือ CMrd
   จะได ้

 CM

CM

CM rd
td

vd
MrdF





  

อินทิเกรตตั้งแต่เร่ิมตน้ จนถึงสุดทา้ย  เป็น 

 









f

i

CMCM

f

i

CM rdvM
td

d
rdF


 

tdv
td

vd
M CM

f

i

CM 










  CM

f

i

CM vvdM

  )(   )(

2

1
CM

f

i

CM vvdM
 2

2

1
CM

f

i

vdM   
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trans

CMkiCMfCM EvMvM ,

2

,

2

,
2

1

2

1
      

เราเรียก   

f

i

CMrdF


วา่  trans

CMW    ดงันั้น 

trans

CMW  

f

i

CMrdF


trans

CMkiCMfCM EvMvM ,

2

,

2

,
2

1

2

1
   (3.3.1) 

พึงสังเกตวา่แม ้  

f

i

CMrdF


 เป็นพจน์ท่ีคลา้ยกบังาน  แต่ไม่ใช่งานท่ีแรง  F


  ท  าต่อวตัถุ   เพราะ 

CMrd
   เป็นการกระจดัของจุดศูนยก์ลางมวล  ซ่ึงไม่จ  าเป็นตอ้งเท่ากบัการกระจดัของแรง F


   

เม่ือดูการเคล่ือนท่ีแบบหมุนซ่ึงเป็นการหมุนในระนาบ  ในกรณีน้ีเราจะใชจุ้ดศูนยก์ลางมวลเป็น

จุดอา้งอิงส าหรับสมการ  I   การท าคณิตศาสตร์จะคลา้ยๆหวัขอ้ 3.2  คือ 

  


















f

i

CM

f

i

CM

f

i

CM

rot

CM
td

d
dIdI

td

d
dW


  

 rot

CMkiCMfCM

f

i

CM EIIdI ,

22

2

1

2

1
)(       (3.3.2) 

แต่จากสมการ 3.1.7    22

2

1

2

1
CMCMk IvME   

หรือก็คือ }
2

1
{}

2

1
{ 22 CMCMk IvME   

 ดงันั้น k

rot

CM

trans

CM EWW        (3.3.3)** 

นัน่คือพลงังานจลน์ของวตัถุท่ีเปล่ียนไปจะตอ้งคิดวา่มาจากทั้งพจน์ท่ีคลา้ยงานจากการเล่ือนท่ีของ

จุดศูนยก์ลางมวล  และทั้งจากพจน์ 
f

i

CM d ท่ีเราเรียกวา่ rot

CMW  

 อยา่งไรก็ตามเราไม่นิยมใชส้มการ 3.3.3  แต่ท่ีน ามากล่าวในท่ีน้ีเพียงเพื่อใหน้กัศึกษาไดรู้้ไว ้

4.การดลเชิงมุม-โมเมนตัมเชิงมุม 

 ในหวัขอ้2.1 เราไดค้วามสัมพนัธ์ 
td

Ld



    ซ่ึงเขียนบรรยายใหม่ไดเ้ป็น   Ldtd


     เม่ือ 
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อินทิเกรตตั้งแต่เร่ิมตน้จนถึงสุดทา้ยจะได ้  

   

f

i

if LLLtd


     (4.1) 

พจน์ 
f

i

td
  เรียกวา่การดลเชิงมุม   ดงันั้น 

  การดลเชิงมุม   =   โมเมนตมัเชิงมุมท่ีเปล่ียนไป  (4.2) 

 เน่ืองจากสมการ 4.1 ไดม้าจากสมการ  
td

Ld



  ซ่ึงเง่ือนไขของจุดอา้งอิงซ่ึงมี 3 จุด คือ1.จุดตรึง 2.

จุดศูนยก์ลางมวล 3.จุดท่ีมีความเร่งพุง่เขา้หรือออกผา่นจุดศูนยก์ลางมวล   แต่ในกรณีการดล-โมเมนตมั

เชิงมุมน้ี  ในทางปฏิบติัเราจะใชจุ้ดอา้งอิงเพียง 2 จุด คือ1.จุดตรึง 2.จุดศูนยก์ลางมวล  

 สมการ4.1 นั้น ทางซา้ยมือคือ 
f

i

td
 เป็นเวกเตอร์  ทางขวามือคือ L


  ก็เป็นเวกเตอร์  เน่ืองจาก

เวกเตอร์ทั้งสองเท่ากนัองคป์ระกอบในแนวใดๆก็จะเท่ากนั   แต่ไดก้ล่าวมาแลว้วา่การหมุนในระนาบระดบั

มธัยมและฟิสิกส์ทัว่ไป 1  องคป์ระกอบท่ีตรงประเด็นคือองคป์ระกอบในแนวของความเร็วเชิงมุม  ซ่ึงเราให้

แกน z  อยูใ่นแนวน้ี  ดงันั้น 

   z
z

f

i

Ltd

















  

แต่ tdtd

f

i

z

z

f

i

 















  

ดงันั้น   z

f

i

z Ltd          (หมุนในระนาบ)   (4.3)** 

ก็คือในแนวแกน z  การดลเชิงมุม   =   โมเมนตมัเชิงมุมท่ีเปล่ียนไป 

 จากสมการ 1.3.8 ไม่วา่วตัถุจะมีสมมาตรหรือไม่ก็ตาม  เม่ือวตัถุหมุนในระนาบโมเมนตมัเชิงมุมใน

แนวของความเร็วเชิงมุม(แนว z  ) เท่ากบั I เสมอ  ดงันั้นถา้ z เป็นศูนย ์  โมเมนตมัเชิงมุมในแนว z จะ

คงท่ี  ซ่ึงก็คือ   I  คงท่ีนัน่เอง   (เรียกวา่กฎการอนุรักษโ์มเมนตมัเชิงมุมส าหรับระดบัมธัยมและฟิสิกส์

ทัว่ไป1)   
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5.ตัวอย่าง   

ตวัอยา่งต่อไปน้ีตอ้งการใหน้กัศึกษาเขา้ใจการหมุนในระนาบอยา่งง่ายระดบัมธัยมและฟิสิกส์ทัว่ไป

1   รวมทั้งเป็นตวัอยา่งในการวเิคราะห์ปัญหา  เม่ือนกัศึกษาไปเป็นครูส่ิงท่ีไม่ควรท าคือการยกสมการมาใช้

โดยไม่มีค  าอธิบายใหน้กัเรียนฟัง  ตวัอยา่งเช่นบอกนกัเรียนแต่เพียงวา่จากกฎการอนุรักษพ์ลงังานกล  จาก

กฎการอนุรักษโ์มเมนตมัเชิงเส้น  หรือจากกฎการอนุรักษโ์มเมนตมัเชิงมุม  แลว้ก็เขียนสมการใหน้กัเรียนดู  

แกส้มการแลว้ก็ไดค้  าตอบออกมา    แมก้ารสอนจะมีขอ้จ ากดัเร่ืองเวลาเรียนแต่ก็ควรมีค าอธิบายประกอบ

บา้ง 

ตัวอย่างที ่5.1 สมการ  I  ใช้กบัลูกข่างใช้ไม่ได้เพราะไม่ใช่การหมุนในระนาบ 

  

รูป ต.ย.5.1 แสดงลูกข่างท่ีก าลงัหมุน  การหมุนของลูกข่างนั้นนอกจากจะหมุนรอบแกนสมมาตร

ของลูกข่างแลว้  แกนสมมาตรน้ียงัควงและอาจมีการกระดกข้ึนลงอีกดว้ย  ดูจุดใดก็ไดบ้นลูกข่าง  จุดน้ีไม่ได้

เคล่ือนท่ีในระนาบ  การหมุนของลูกข่างจึงไม่ใช่การหมุนในระนาบ  ดงันั้นจึงไม่สามารถใชส้มการ  I  

ตัวอย่างที ่5.2 จุดอ้างองิของสมการ  I ต้องเป็นจุดทีต่ิดไปกับวตัถุและสอดคล้องกบัเง่ือนไข 3 ข้อ 

  สมมติปล่อยวตัถุมวล m  ลงมาตรงๆโดยไม่ใหมี้การหมุน ให ้ A  เป็นจุดท่ีติดบนปลายดา้นซา้ยวตัถุ  

B  เป็นจุดตรึงนอกวตัถุ ณ ขณะหน่ึง A  ทบักบั B  ดงัในรูป ต.ย.5.2   
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ถา้เราเลือก A  เป็นจุดอา้งอิง  มีทอร์กของน ้าหนกั gm   ขนาดเป็น bgm เม่ือเราใชส้มการ  I   

วตัถุ น่าจะหมุนเพราะมีความเร่งเชิงมุม  แต่จากประสบการณ์เรารู้วา่วตัถุจะตกลงมาโดยไม่หมุน  ทั้งน้ีเพราะ

จุด A  ไม่ใช่จุดศูนยก์ลางมวลแต่จุด A  มีความเร่งและทิศของความเร่งซ่ึงลงมาในแนวด่ิงไม่ไดผ้า่นจุด

ศูนยก์ลางมวล  จึงใชส้มการ  I  ไม่ได ้  ในมุมกลบัถา้เราเลือกจุดศูนยก์ลางมวลเป็นจุดอา้งอิงทอร์กจะ

เป็นศูนย ์ ความเร่งเชิงมุมของวตัถุก็เป็นศูนยส์อดคลอ้งกบัความเป็นจริง    

 เพื่อเป็นตวัอยา่งเราจะใชจุ้ดตรึง  B  เป็นจุดอา้งอิงบา้ง  จากสมการ (ค4) ในภาคผนวก ค.   

nipsorbitfixed LLL


   จะได ้ nipsMCB
LvbmL '  เม่ือ MCv  คือความเร็วของจุดศูนยก์ลางมวล  

สมมติวา่เราปล่อยวตัถุดว้ยความเร็วตน้ u  ในแนวด่ิง  จะได ้ tguv MC      

ดงันั้น nipsB
LtgubmL  )('   

หาอนุพนัธ์เทียบกบัเวลาจะได ้ )(
'

CM

B

B I
td

d
gbm

td

Ld
  

 จาก 
td

Ld B

B




 )( CM

B I
td

d
gbm

td

Ld
gbm   

 จะไดว้า่   0
td

d    คือ   คงท่ี    เน่ืองจากเม่ือเร่ิมตน้วตัถุไม่หมุน 0 ดงันั้นขณะท่ีมนัตกลง

มามนัจึงไม่หมุนเช่นเดิมสอดคลอ้งกบัความเป็นจริง    

ตัวอย่างที ่5.3   ข้อแตกต่างบางอย่างของจุดอ้างองิของสมการ   I   กบั 
td

Ld



   

อนุภาคมวล m  เคล่ือนท่ีแนวตรงดว้ยอตัราเร็วคงท่ี v   ไม่มีแรงใดๆกระท าต่ออนุภาคน้ี  ดงันั้น

ทอร์กอา้งอิงกบัจุดใดๆเป็นศูนยท์ั้งนั้น  ให ้O   เป็นจุดตรึงดงัรูป ต.ย.5.3   ทอร์กรอบจุด O  เท่ากบัศูนย ์

gm  

BA,  

รูป ต.ย.5.2 

CM  

b  
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.  

 จากหวัขอ้ 1.2.1 เม่ืออา้งอิงกบัจุด O   อตัราเร็วเชิงมุม 
r

v 


cos
    ดงันั้น 0

td

d
   ซ่ึงก็คือ

สมการ  I   ไม่เป็นความจริง  ดูคลา้ยกบัเกิดขอ้ขดัแยง้ 

 ถา้เรามองวา่เส้นประ  mO  เป็นแท่งวสัดุแขง็และเบามีมวล m ติดอยูท่ี่ปลายดา้นหน่ึง  จะเห็นวา่จุด 

O  ไม่ใช่จุดท่ีติดไปกบัวตัถุ  เพราะถา้เป็นจุดท่ีติดไปกบัวตัถุจุด   O   ตอ้งเคล่ือนท่ีไปทางขวาดว้ยอตัราเร็ว 

v   เท่ากบัอตัราเร็วของมวล m  เม่ือจุดอา้งอิงไม่ไดติ้ดไปกบัวตัถุ  สมการ  I   จึงไม่เป็นจริง 

  ถา้ลองใชส้มการ 
td

Ld



   จะไดว้า่    cossincos rvmrvmrvm

dt

d

dt

dL
   .  ถา้

แตก v  ออกเป็นองคป์ระกอบในแนว r และแนวตั้งฉากกบั r จะได ้ โดยใช ้plane polar  coordinates จะได ้ 

rv sin   และ  rv cos .  ดงันั้น จะได ้ 0
td

dL   คือ 
td

Ld



   เป็นศูนย ์สอดคลอ้งกบัความเป็น

จริง   น่ีเป็นตวัอยา่งท่ีแสดงวา่ในขณะท่ีสมการ  I  มีขอ้จ ากดัวา่จุดอา้งอิงตอ้งติดไปกบัวตัถุ  แต่สมการ 

td

Ld



   ไม่ไดมี้ขอ้จ ากดัน้ี 

ตัวอย่างที5่.4  ทรงกระบอกกลิง้โดยไม่ไถลลงมาตามพืน้เอียง     

 ทรงกระบอกสม ่าเสมอมวล M รัศมี R   กล้ิงโดยไม่ไถลลงมาตามพื้นเอียงดงัรูป ต.ย.5.4ก.  เดิม

ทรงกระบอกอยูน่ิ่งท่ีความสูง h  จากพื้นราบ   )
2

1
( 2RMICM   

ก) เม่ือถึงพื้นราบทรงกระบอกมีความเร็ว(ความเร็วของCM)เท่าใด 

ข) ใชเ้วลาเท่าใดจึงถึงพื้นราบ      

m  

r  

O  

  

รูป ต.ย.5.3 

v  
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วธีิท า   เราจะใชต้วัอยา่งน้ีเป็นตวัแทนในการพิจารณาโจทยข์อ้อ่ืนๆเร่ืองการหมุนในระนาบ   จึงจะกล่าวโดย
ละเอียด 

 รูป ต.ย.5.4ก. เป็นรูปฉายของวตัถุ  แรงเสียดทาน  และแรงปฏิกิริยาตั้งฉาก  รูปฉายเช่นน้ีนกัศึกษา
ไดเ้ห็นมามากมายตั้งแต่เม่ือคร้ังเรียนมธัยม  สังเกตวา่ความเร็วเชิงมุมตั้งฉากกบัระนาบของกระดาษ
เหมือนกบัรูปฉายของโจทยข์อ้อ่ืนๆท่ีนกัศึกษาเคยท า  ความจริงแลว้ทั้งแรงเสียดทานและแรงปฏิกิริยาตั้ง
ฉากกระจายตามผวิสัมผสัระหวา่งทรงกระบอกกบัพื้นเอียง  คือกระจายในแนวตั้งฉากกบักระดาษ  แต่เรา
เขียนเป็น f แรงเดียว และ N  แรงเดียวบนกระดาษ  น ้าหนกั Mg ซ่ึงคิดไดค้ลา้ยกบัวา่กระท าท่ีจุด
ศูนยก์ลางมวลก็ถูกเขียนลงบนกระดาษ   ณ เวลาหน่ึง  จุด A เป็นจุดท่ีติดกบัผวิทรงกระบอก ท่ีต าแหน่ง
คร่ึงหน่ึงของความสูงทรงกระบอก  จุดศูนยก์ลางมวลก็อยูท่ี่ความสูงคร่ึงหน่ึงของทรงกระบอกเช่นกนั  เรา
ฉาย(project) ทั้งแรงทั้งจุดลงบนกระดาษ  ทั้งน้ีเพราะรูปฉายบนกระดาษเหมาะในการค านวณองคป์ระกอบ
ของทอร์กในแนวของความเร็วเชิงมุม(แนวแกน z ) ดงัไดก้ล่าวมาแลว้ในหวัขอ้ 2.2.2.1  ซ่ึงเป็นองคป์ระกอบ
ท่ีตรงประเด็นกบัปัญหาอยา่งง่ายในระดบัมธัยมและฟิสิกส์ทัว่ไป1    
  
วธีิท่ี 1 จะใชส้มการ  I   หาความเร่งเชิงมุม จุดอา้งอิงเป็นจุดท่ีติดไปกบัวตัถุ 

1.1)ใชจุ้ดศูนยก์ลางมวลเป็นจุดอา้งอิง      CMCM I  

  







 2

2

1
MRRf     (1) 

สมการ 1 มีตวัไม่รู้ค่าสองตวัคือ  f   และ     จ  านวนสมการยงัไม่พอ  นกัศึกษาควรระลึกวา่การกล้ิงโดย

ไม่ไถลแรงเสียดทานเป็นแรงเสียดทานสถิต  ดงันั้นจะเขียนวา่    ใช ้ Nf s   ไม่ไดเ้พราะ Nf ss   

ดูในแนวพื้นเอียง  CMaMfgM sin    (2) 

ส าหรับการกล้ิงโดยไม่ไถล  RaCM      (3) 

  O 

 

 

 

 

 

 

 

N 

 

 

 

 

 

 

 

f 
 

 

 

 

 

 

 

     A 

 

 

 

 

 

 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

รูป ต.ย.5.4ก. 

 

 

 

 

 

 

 

Mg 
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จากสมการ 1ถึง 3   จะได ้ sin
3

2
gaCM   

1.2)ใชจุ้ด A บนผวิของทรงกระบอก ณ ต าแหน่งท่ีทรงกระบอกแตะพื้น  เป็นจุดอา้งอิง 

 ขอกล่าวอีกวา่จุด A   ในรูป ต.ย.5.4 นั้น  ความจริงแลว้เป็นจุดท่ีอยูก่ึ่งกลางของความสูงของ

ทรงกระบอก  เม่ือทรงกระบอกกล้ิงโดยไม่ไถลจุด A  อยูน่ิ่งชัว่ขณะแต่มีความเร่งในทิศท่ีพุง่เขา้หาจุด

ศูนยก์ลางมวล  เราจึงใชเ้ป็นจุดอา้งอิงได ้  เม่ือเราใชจุ้ด A  เป็นจุดอา้งอิงทอร์กของ f และ N   เป็นศูนย ์ มี

เฉพาะทอร์กของ gM  ซ่ึงจะไดว้า่ 

   







 22

2

1
sin MRMRIRgM A    (4) 

 ความเร่งเชิงมุมในสมการ 4 เป็นค่าเดียวกบัในสมการ 1  ดงัไดก้ล่าวมาแลว้ในหวัขอ้ 1.2.2  

จากสมการ 3 และ 4  จะได ้ sin
3

2
gaCM     เท่ากนักบัขอ้ ก.  แต่เราใชจ้  านวนสมการนอ้ยกวา่   

วธีิท่ี 2 .ใชจุ้ดตรึงบนพื้นเอียงเป็นจุดอา้งอิง 

เลือกจุดตรึงอยูต่รงไหนก็ได ้ เราจะเลือกใหอ้ยูบ่นพื้นเอียง  คือจุด C  ดงัในรูป ต.ย.5.4ข.  ใหจุ้ดน้ี 

เป็นจุดก าเนิดของพิกดัฉาก  แกน x   ช้ีลงตามพื้นเอียง แกน y  ช้ีลงตั้งฉากกบัพื้นเอียง  

 

     ทอร์กของ f  อา้งอิงกบัจุด  C  เป็นศูนย ์ เพราะแนวแรงผา่นจุดอา้งอิง  จึงมีแต่ทอร์กของ Mg และ N  

โดย    kRMgMgxjMgiMgjRixgMr CMCMCMMg
ˆ)sincos()ˆcosˆsin(ˆˆ  

  

 และ )ˆ()ˆ(ˆ kNxjNix NNN 
  

C  

y  
x  

  O 

 

 

 

 

 

 

 

N 
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     A 

 

 

 

 

 

 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

รูป ต.ย.5.4ข. แกน  z พุง่ออกจากกระดาษ 
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เน่ืองจากความเร่งของ CM ทรงกระบอกในแนว y  เป็นศูนย ์ ดงันั้น NMg cos  

และจากรูป ต.ย.5.4ข. จะเห็นวา่ NCM xx     จึงไดว้า่ 

 kRMgNMg
ˆsin 

     (5) 

  kIvMrLLL CMCMCMspinorbit
ˆ


 

 kIRMvkIivMjRix CMCMCMCMCM
ˆ)(ˆˆ)ˆˆ(    

   kIaRM
td

Ld
CMCM

ˆ)( 



 

จาก   kRMg
td

Ld ˆsin




kIaRM CMCM
ˆ)(    (6) 

แต่  2

2

1
MRICM      และ  

R

aCM  

แทนในสมการ 6   จะได ้ sin
3

2
gaCM   

 เม่ือได ้ CMa  แลว้  เน่ืองจาก CMa คงท่ีเราจึงใชส้มการส าหรับการเคล่ือนท่ีแนวตรงดว้ยความเร่ง

คงท่ีได ้

จาก 



sin

sin
3

2
202 222 h

gvaSuv 







  

 hgvCM
3

4
       ค าตอบขอ้ ก. 

จาก   22 sin
3

2

2

1
0

sin2

1
tg

h
tatuS 








 


 

 
g

h
t

3

sin

1


       ค าตอบขอ้ ข. 

หมายเหตุ  ถา้นกัศึกษาเลือกจุดตรึง C  บนพื้นเอียงใหท้บักบัจุด A  จะสะดวกกวา่น้ี  ในตวัอยา่งน้ีเลือกจุด 

C  แบบน้ีเพื่อใหเ้ห็นแนวทางในการค านวณ 
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วธีิท่ี 3  จะใชก้ฎการอนุรักษพ์ลงังานกล 

 การจะใชก้ฎการอนุรักษพ์ลงังานกลนั้นเราตอ้งมองให้ออกวา่พลงังานกลของระบบคงท่ี   พลงังาน

กลของระบบจะคงท่ีถา้ระบบไม่มีการรับงานหรือท างานจากแรงไม่อนุรักษ ์ และไม่มีการเปล่ียนพลงังานกล

ไปเป็นพลงังานรูปอ่ืน  หรือเปล่ียนพลงังานรูปอ่ืนไปเป็นพลงังานกล   การเปล่ียนพลงังานกลไปเป็น

พลงังานรูปอ่ืนท าให้เกิดการสูญเสียพลงังานกล  ช่องทางท่ีท าใหเ้กิดการสูญเสียพลงังานกลเช่น  การเสียดสี

(ไถล)ระหวา่งผวิฝืด  การชนกนั  การกระตุก 

 ระลึกวา่แรงตอ้งเคล่ือนท่ีจึงจะมีงาน  มีสถานการณ์มากมายท่ีมีแรงแต่ไม่มีงาน  ตวัอยา่งเช่นลูกบอล

ตกกระทบพื้นแลว้กระเดง้ข้ึน  พื้นออกแรงกระท าต่อลูกบอลแต่พื้นไม่ไดท้  างาน  เพราะพื้นไม่ไดเ้คล่ือนท่ี

คือแรงท่ีพื้นท าไม่ไดติ้ดไปกบัลูกบอล   งานจึงเป็นศูนย ์  ถา้ดูพื้นเอียงในรูป ต.ย.5.4 พื้นเอียงอยูน่ิ่งๆไม่ได้

ขยบั  ดงันั้นพื้นเอียงไม่ไดท้  างาน(หรือรับงาน) ให้(หรือจาก)ทรงกระบอก   ผวิทรงกระบอกในต าแหน่งท่ี

แตะพื้นเอียงนั้นอยูน่ิ่ง(ชัว่ขณะ)เม่ือเทียบกบัพื้นเอียง  ไม่ไดมี้การเสียดสี  อุณหภูมิของทรงกระบอกและพื้น

เอียงก็เท่าเดิม  ไม่มีการสูญเสียพลงังานกล  แมจ้ะมีงานของแรงโนม้ถ่วงแต่แรงโนม้ถ่วงเป็นแรงอนุรักษ ์ 

งานของมนัเราคิดในรูปของพลงังานศกัยโ์นม้ถ่วง  ดงันั้นพลงังานกลของทรงกระบอกจึงคงท่ี 

 งานท่ีมกัสร้างความสับสนใหก้บันกัศึกษาในตวัอยา่งน้ีคืองานเน่ืองจากแรงเสียดทานสถิต  เราอาจ

มองวา่แรงเสียดทานกระท าต่อทรงกระบอก ณ ต าแหน่งท่ีทรงกระบอกแตะพื้นซ่ึงเป็นต าแหน่งท่ีอยูน่ิ่ง

(ชัว่ขณะ) ดงันั้นงานของแรงเสียดทานจึงเป็นศูนย ์  หรือเราอาจมองจาก  rot

CM

trans

CMk WWE    จะพบวา่

ในกรณีท่ีทรงกระบอกกล้ิงโดยไม่ไถลน้ี    trans

CMW   ของแรงเสียดทาน f   คือ Sf   เม่ือ S   คือ

ระยะทางตามพื้นเอียงท่ีจุดศูนยก์ลางมวลเคล่ือนท่ี    ส่วน rot

CMW ของแรงเสียดทาน f   คือ 

Sf
R

S
fRRf     ดงันั้น rot

CM

trans

CM WW    ของแรงเสียดทานจึงเป็นศูนย ์  คือแรงเสียดทานไม่มี

ผลต่อการเปล่ียนแปลงพลงังานจลน์ของทรงกระบอก 

 หลงัจากท่ีวเิคราะห์ไดแ้ลว้วา่พลงังานกลของทรงกระบอกคงท่ีขั้นต่อไปก็เป็นการค านวณ 

ใหร้ะดบัสูง h  เป็นระดบัอา้งอิงพลงังานศกัยโ์นม้ถ่วง   เม่ือเร่ิมตน้ทรงกระบอกอยูน่ิ่งพลงังาน

จลน์เป็นศูนย ์ พลงังานศกัยก์็เป็นศูนย ์ดงันั้น 
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ในกรณีการกล้ิงโดยไม่ไถล  RvCM     และ 2

2

1
RMICM  ดงันั้น 

  hgvCM
3

4
       ค าตอบขอ้ ก. 

จาก   t

gh
h

t
vu

S
2

3

4
0

sin2









 

 
g

h
t

3

sin

1


        ค าตอบขอ้ ข. 

ตัวอย่างที ่5.5 ทรงกระบอกไม่สม ่าเสมอ 

  ทรงกระบอกมวล M   มีมวล m ยดัอยูใ่นทรงกระบอก  กล้ิงโดยไม่ไถลลงมาจากพื้นเอียงดงัรูป 

ต.ย.5.5   จุด A  เป็นจุดบนทรงกระบอกขณะท่ีทรงกระบอกแตะพื้น  เหมือนกบัตวัอยา่งท่ี 5.4 

 

 ความเร่งของจุด A  ยงัคงพุง่เขา้ไปจุดก่ึงกลางทรงกระบอก (จุดO )เหมือนกบัตวัอยา่งท่ี 5.4  

แต่จุด O   ไม่ใช่จุดศูนยก์ลางมวลแลว้   จึงใชจุ้ด A  เป็นจุดอา้งอิงของสมการ  I ไม่ได ้ ใชไ้ดเ้พียงจุด

ศูนยก์ลางมวล  

ถา้มวล m  มีค่ามากพอ  เม่ือทรงกระบอกกล้ิงลงมาดว้ยความเร็วมากๆ  ทรงกระบอกจะกระเด็น

หลุดจากพื้นเอียง  แต่ปัญหาน้ีเราไม่สนใจในระดบัมธัยมหรือฟิสิกส์ทัว่ไป1  เราสนใจเพียงทรงกระบอก

สม ่าเสมอซ่ึงจะกล้ิงลงมาเร่ือยๆโดยไม่กระเด็นหลุดจากพื้นเอียง  

  

   

 

 

 

 

 

 

 

     m  

 

 

 

 

 

 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

รูป ต.ย.5.5 

 

 

 

 

 

 

 

M  
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ตัวอย่างที ่5.6   โยโย่   

โยโยท่  าจากทรงกระบอกรัศมี R พนัดว้ยเชือกหลายๆรอบ  เดิมโยโยอ่ยูสู่งจากพื้น h  จบัปลายเชือก 

C  ไวน่ิ้ง แลว้ปล่อยใหโ้ยโ่ยห่มุนลงมาโดยไม่มีการส่าย(คือเป็นการหมุนในระนาบ)  )
2

1
( 2MRICM   

ก) เม่ือโยโยถึ่งพื้น ความเร็วของ CM ของโยโยมี่ความเร็วเท่าใด  

ข) ใชเ้วลาเท่าใดโยโยจึ่งจะถึงพื้น  

ค) ขณะโยโยก่ าลงัจะถึงพื้นพลงังานจลน์ของโยโยเ่ป็นเท่าใด 

 

วธีิท า  ไม่วา่จะจบัปลาย C ไวน่ิ้ง หรือดึงข้ึน  หรือหยอ่นลง จุด  B ซ่ึงเป็นจุดบนเชือก ณ ต าแหน่งท่ีแตะกบั

ทรงกระบอกจะมีความเร็วและความเร่งเท่ากบัจุด C   และจะมีเฉพาะความเร็วและความเร่งในแนวด่ิงเท่านั้น   

 จุด A เป็นจุดบนทรงกระบอก ณ ต าแหน่งท่ีแตะกบัเชือก  คือแตะกบัจุด B   ความเร็วและความเร่ง

ในแนวด่ิงของจุด A จะเท่ากบัของจุด B   แต่เน่ืองจากจุด A เคล่ือนท่ีแบบวงกลม  มนัจึงมีความเร่งขนาด   

R2   ในทิศพุง่เขา้หา CM  เพิ่มมาอีก 

ในขณะท่ีโยโยม่ว้นลงน้ี  ไม่วา่จะจบัปลายเชือกน่ิง หรือดึง  หรือหยอ่นปลายเชือก  (เชือกยงัตึง 

ไม่ใช่หยอ่นจนเชือกไม่ตึง)  ความเร็วและความเร่งของ CM  ในแนวด่ิง  เทียบกบัจุด A  (ก็คือเทียบกบัจุดB 

และ C ดว้ย)  จะมีทิศลงเสมอ  โดยมีขนาดเป็น R  และ R  ตามล าดบั 

C  

Mg  

T  

รูป ต.ย.5.6  จบัปลายเชือก C ไวน่ิ้ง A เป็นจุดบนทรงกระบอก  B เป็นจุดบนเชือก  

จุด A และ B แตะกนั.  ทิศของความเร็วเชิงมุมพุง่ออกจากกระดาษ   

BA,  
CM 
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วธีิท่ี 1 จะหาความเร่งของ CM ก่อน โดยใชท้อร์ก 

1.1)ใช ้  CM เป็นจุดอา้งอิง     

  







 2

2

1
MRRTI        (1.1) 

ดูการเคล่ือนท่ีแบบเล่ือนท่ีบา้ง    CM  มีความเร่ง R   ทิศลง เทียบกบัผูส้ังเกตบนกรอบอา้งอิงเฉ่ือย 

ดงันั้น   RMTgM       (1.2) 

จาก 1.1 และ 1.2   จะได ้ 
R

g

3

2
     

1.2) จะใชจุ้ด A  เป็นจุดอา้งอิง  ส าหรับสมการ  I  เน่ืองจากจุด A เป็นจุดท่ีติดไปกบัวตัถุและมี

ความเร่งพุง่เขา้หา CM  จึงใชเ้ป็นจุดอา้งอิงได ้

 
R

g
MRMRRMgI

3

2

2

1 22 







       เช่นเดียวกบั วธีิ 1.1 

 ดงันั้น   gRaCM
3

2
  

จาก hgvaSuv 









3

2
202 222  

 
3

2
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vCM       ค าตอบขอ้ก. 

จาก  22
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1
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tghtatuS 
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พลงังานศกัยล์ดลง  hMg   กลายไปเป็นพลงังานจลน์  ดงันั้นพลงังานจลน์เท่ากบั hMg      ค  าตอบขอ้ ค. 

วธีิท่ี 2 จะใชก้ฎการอนุรักษพ์ลงังานกล  

เรามองทรงกระบอกรวมทั้งเชือก(รวมกนัคือโยโย)่เป็นระบบ  มือจบัปลายเชือกไวน่ิ้งดงันั้นมือไม่

ท างานและก็ไม่รับงาน  (แรงจากมือเรามองวา่ไม่ใช่แรงอนุรักษ)์  แมจ้ะมีงานของแรงโนม้ถ่วงแต่แรงโนม้
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ถ่วงเป็นแรงอนุรักษ ์ งานของมนัเราคิดในรูปของพลงังานศกัยโ์นม้ถ่วง  ไม่มีการเปล่ียนรูปพลงังานกลไป

เป็นพลงังานรูปอ่ืนหรือพลงังานรูปอ่ืนเป็นพลงังานกล  เพราะไม่มีการไถลระหวา่งผวิฝืด ไม่มีการชน ไม่มี

การกระตุก พลงังานกลของโยโยจึ่งคงท่ี 

 ใหร้ะดบัของโยโยเ่ม่ือเร่ิมตน้เป็นระดบัอา้งอิงพลงังานศกัยโ์นม้ถ่วง  เดิมโยโยอ่ยูน่ิ่งพลงังานกลจึง

เป็นศูนย ์ ซ่ึงเท่ากบัพลงังานกลเม่ือจะกระทบพื้น  คือ 
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1
0 CMCM IvMMgh   

เม่ือแทน  
R

vCM    และ 2

2

1
MRICM     ลงไปจะได ้

3
2

gh
vCM         ค าตอบขอ้ก. 

เน่ืองจากความเร่งของจุดศูนยก์ลางมวลคงท่ี    

จาก 
g

h
tt

gh

ht
vu

S
3

2

3

4
0

2







    ค าตอบขอ้ข. 

ตัวอย่างที ่5.7 โยโย่ อกี  

เดิมโยโยใ่นตวัอยา่งท่ี 5.6 อยูน่ิ่ง  จากนั้นดึงปลายเชือกของโยโยข้ึ่นดว้ยความเร่ง Ca    ท  าใหโ้ยโยห่มุนลงมา

เร่ือยๆ   ในช่วงเวลา t   วนิาที  นบัจากเร่ิมดึงปลายเชือก  

ก)งานของมือเป็นเท่าใด     ข)พลงังานศกัยโ์นม้ถ่วงของโยโยเ่ปล่ียนไปเท่าใด  

ค)พลงังานจลน์ของโยโยเ่พิ่มข้ึนเป็นเท่าใด     ง)งานของมือเท่ากบัพลงังานกลของโยโยท่ี่เปล่ียนไปหรือไม่   
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วธีิท า  วธีิท่ี 1 จะหา    ก่อนโดยใชจุ้ดอา้งอิงต่างกนั 2 จุด  

1.1)ใช ้  CM เป็นจุดอา้งอิง  ( แน่นอน  ใชไ้ดอ้ยูแ่ลว้ )   

  







 2

2

1
MRRTI         (1.1) 

ดูการเคล่ือนท่ีแบบเล่ือนท่ีบา้ง    CM  มีความเร่ง R   ทิศลง เทียบกบัจุด B  (หรือ C) แต่จุด C แต่จุด C มี

ความเร่ง Ca  ทิศข้ึน  ดงันั้นผูส้ังเกตบนกรอบอา้งอิงเฉ่ือยจะเห็น CM มีความเร่ง RaC    ทิศข้ึน   หรือ

อาจเขียนเป็น  CaR     ทิศลง 

ใหทิ้ศข้ึนเป็นบวก )( RaMMgT C     (1.2) 

ถา้ใหทิ้ศลงเป็นบวก  สมการจะเป็น )( CaRMTMg    

จาก 1.1 และ 1.2   จะได ้  ga
R

C 
3

2
     

1.2) ทบทวนอีกคร้ังวา่ จุด A เป็นจุดบนทรงกระบอก ณ ต าแหน่งท่ีแตะกบัเชือก   จุด B  คือจุดบนเชือก ณ 

ต าแหน่งท่ีแตะกบัทรงกระบอก  จุด C คือจุดท่ีปลายเชือก    จุด  B และ  C  มีความเร่งในแนวด่ิงเท่ากนัแต่ไม่

มีความเร่งในแนวระดบั   ความเร่งในแนวด่ิงของจุด A และจุด B เท่ากนั แต่จุด A มีความเร่งในแนวระดบั

ขณะท่ีจุด B ไม่มี    ความเร่งของ CM ของโยโยเ่ทียบกบัจุด A เท่ากบั R   ทิศลง 

  การใชจุ้ด A  เป็นจุดอา้งอิงนั้น  ปกติแลว้เราไม่ท าเช่นน้ี เพราะจุด A  มีความเร่งและแนวของ

ความเร่งไม่ผา่น CM  โดยจุด A มีความเร่งในแนวระดบัทิศพุง่เขา้หา CM  และมีความเร่งในแนวด่ิงเท่ากบั

Ca  C  

Mg  

T  

รูป ต.ย.5.7ก.  ดึงปลายเชือก C ข้ึนดว้ยความเร่ง  Ca  

BA,  
CM 
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จุด B (และ C)  คือเท่ากบั  Ca ทิศข้ึน   ในการหาทอร์กเทียมเราใส่แรงเทียม AaM


 ท่ี CM  เฉพาะ

องคป์ระกอบของแรงเทียมในแนวด่ิงเท่านั้น   เพราะองคป์ระกอบของแรงเทียมในแนวระดบัมีทิศผา่นจุด A 

ทอร์กรอบจุด A จึงเป็นศูนย ์   แรงเทียมในแนวด่ิงคือ CaM ทิศช้ีลงเสริมกบั gM   ท่ี CM  ดงัแสดงในรูป 

ต.ย.5.7ข. 

 

 ใช ้A เป็นจุดอา้งอิง  ทอร์กของ T   เป็นศูนย ์  มีแต่ทอร์กของ gM
   และทอร์กเทียมของ CaM


  

ทอร์กทั้งคู่เสริมกนั  ดงันั้น   







 22

2

1
)( MRMRIMaMg AC  

จะได ้    ga
R

C 
3

2
   เท่ากบัวธีิ1.1  แต่ใชเ้พียงสมการเดียวก็ไดค้  าตอบ 

แทน   ลงในสมการ 1.1  จะได ้  )(
32

1
ga

M
MRT C     (1.3) 

ในเวลา t   วนิาที มือเคล่ือนท่ีไดร้ะยะทาง 22

2

1

2

1
0 tataS CCC   

จากกฎการเคล่ือนท่ีขอ้ท่ีสาม  แรงท่ีมือดึงเชือกเท่ากบัแรงท่ีเชือกดึงมือ  แต่เชือกดึงมือเท่ากบัแรงตึงเชือก 

ดงันั้นงานของมือ = )(
6

1

2

1
)(

3

22 gatMataga
M

TS CCCCC 







    ค าตอบขอ้ ก. 

เน่ืองจาก  CCM aRa   จะได ้

3

2
)(

3

2 C

CCCM

ag
agaa


    ทิศลง  (1.4) 

Ca  

CMaMg   

T  

รูป ต.ย.5.7ข. ใส่แรงเทียม CaM ทิศช้ีลง  ท่ี CM  เพื่อจะใชจุ้ด A  เป็นจุดอา้งอิง 

BA,  
CM 

C  
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ในเวลา  t   วนิาที  CM เคล่ือนท่ีลงเป็นระยะทาง 2

3

2

2

1
t

ag
S c

CM 






 
  

   พลงังานศกัยโ์นม้ถ่วงลดลง 2

3

2

2

1
t

ag
Mg c








     

หรือเขียนเป็นสัญลกัษณ์วา่ )2(
6

1 2

Cp agMgtE    (1.5) ค าตอบขอ้ ข. 

ในเวลา  t   วนิาที  ความเร็วของศูนยก์ลางมวล  t
ag

v C

CM
3

)2( 
   (1.6) 

ในเวลา  t   วนิาที  ความเร็วเชิงมุมของโยโย ่   t       tga
R

C 
3

2   (1.7) 

พลงังานจลน์ของโยโย ่ 22

2

1

2

1
CMCMk IvME   

แทน สมการ (1.6)  (1.7)  และ 2

2

1
MRICM    ลงไป ได ้

  )2(
6

1 222

Ck agtME   

เน่ืองจากเดิมพลงังานจลน์เป็นศูนย ์ ดงันั้น  )2(
6

1 222

Ck agtME   (1.8) ค าตอบขอ้ ค. 

 พลงังานกลท่ีเปล่ียนไป )2(
6

1
)2(

6

1 2222

CCkp agtMagMgtEEE   

 )(
6

1 2 gatMaE CC       (1.9) 

จะเห็นวา่เท่ากบังานของมือ  ก็คือมือใหง้านแก่โยโยท่  าให้โยโยมี่พลงังานกลเพิ่มข้ึนเท่ากบังานท่ีไดรั้บ 

          ค าตอบขอ้ง.  

เพื่อใหน้กัศึกษาเขา้ใจสมการ  k

rot

CM

trans

CM EWW    ในหวัขอ้3.3  เราจะค านวณ 

kE  ดว้ยสมการน้ี   แรงท่ีท าต่อโยโยมี่ T ทิศข้ึน  และ Mg   ทิศลง   

ในเวลา  t   วนิาที  CM เคล่ือนท่ีลงเป็นระยะทาง 2

3

2

2

1
t

ag
S c

CM 
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 )2(

6

1
)( 2

C

trans

CM agtTMgW 
















 )2(

6

1
)(

3

2

CC agtga
M

Mg  

 22)2(
18

tag
M

W trans

CM         (1.10) 

(แม ้Mg จะเคล่ือนท่ีลงเป็นระยะ CMS   แต่ T   เคล่ือนท่ีเท่ากบั 2

2

1
taS CC   นกัศึกษาจะเห็นอยา่งชดัเจน

วา่  trans

CMW จึงไม่ใช่งานจริงๆ  มนัเป็นเพียงพจน์ท่ีคลา้ยกบังานเท่านั้น)   

 แรงท่ีท าใหใ้หเ้กิดทอร์กรอบ CM  คือ T  โดย   มุม if    ท่ีโยโยห่มุนนบัจากเร่ิมตน้ หาได้

จาก 222

0 )(
3

1
)(

3

2

2

1
0

2

1
tga

R
tga

R
tt Cc 








   

{หรือมองเป็น 
R

SS CMC 
    ก็ไดเ้ช่นกนั}   

  2)(
3

1
tgaTTRTRddW C

f

i

f

i

f

i

CM

rot

CM     

แทนค่า   T  จากสมการ 1.3 ลงไปได ้ rot

CMW 







 2)(

3

1
)(

3
tgaga

M
CC  

คือ rot

CMW 22)(
9

tga
M

C        (1.11) 

สมการ 1.10 + 1.11 ควรจะไดเ้ท่ากบั  kE   

 rot

CM

trans

CM WW 22)2(
18

tag
M

    22)(
9

tga
M

C   

)2(
6

1 222

CagtM    

ซ่ึงจะเห็นวา่เท่ากบั  kE   ในสมการ 1.8    แต่เราไม่นิยมท่ีจะค านวณ kE  จาก rot

CM

trans

CM WW    เรานิยม

หาจาก  22

2

1

2

1
CMCMk IvME   

ตัวอย่างที ่5.8 โยโย่ อกี 

หยอ่นปลายเชือกของโยโยใ่นตวัอยา่งท่ี 5.6 ลงดว้ยความเร่ง Ca   ท่ีไม่มากนกั  ท าใหเ้ชือกยงัตึง  เราจะหา

ความเร่งเชิงมุม โดยใชจุ้ด A เป็นจุดอา้งอิง   คราวน้ีแรงเทียม CMa   มีทิศช้ีข้ึนในแนวด่ิง ดงัรูปรูป ต.ย.5.8 
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 ใช ้A เป็นจุดอา้งอิง  ทอร์กของ T   เป็นศูนย ์  มีแต่ทอร์กของ gM
   และทอร์กเทียมของ CaM


  

 ดงันั้น   







 22

2

1
)( MRMRIMaMg AC  

จะได ้    Cag
R


3

2
    

โดยความเร่งของ CM    CCM aRa    ทิศช้ีลง 

 เราอาจค านวณหาส่ิงท่ีเราอยากรู้ไดค้ลา้ยๆกบัตวัอยา่งท่ี 5.7  นกัศึกษาลองค านวณดูจะเห็นวา่งาน

ของมือติดลบ  คือมือไม่ไดใ้หง้านแก่โยโยแ่ต่กลบัรับงานจากโยโย ่ โดยขนาดของงานท่ีรับเท่ากบัพลงังาน

กลของโยโยท่ี่ลดลง    

ตัวอย่างที ่5.9 มวลและรอก 

รอกมวล 2 กิโลกรัม  มีเชือกเบาคลอ้งผา่นรอก  โดยเชือกหอ้ยมวล 3 กิโลกรัม และ 1 กิโลกรัม    (ใชมื้อ)ดึง

กา้นรอกข้ึนดว้ยความเร่ง   1  เมตรต่อวนิาที2  ดงัรูป ต.ย.5.9ก.   ถา้รอกหมุนไดค้ล่องและไม่มีการไถล

ระหวา่งเชือกกบัผวิรอก  )
2

1
( 2MRICM   

ก) แรงตึงของเชือกแต่ละดา้นเป็นก่ีนิวตนั 

ข) มือออกแรงดึงรอกก่ีนิวตนั 

caM  

Ca  

Mg  

T  

รูป ต.ย.5.8  ใส่แรงเทียม CaM ทิศช้ีข้ึน  ท่ี CM  เพื่อจะใชจุ้ด A  เป็นจุดอา้งอิง 

BA,  CM 

C  
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ค) ความเร่งของมวลแต่ละกอ้นเป็นเท่าใด  เม่ือเทียบกบักรอบอา้งอิงเฉ่ือย 

ง) จุดศูนยก์ลางมวลของระบบท่ีประกอบดว้ยรอก เชือกและมวลทั้งสองกอ้น  มีความเร่งเท่าใด   

จ) ถา้เม่ือเร่ิมตน้รอกและมวลอยูน่ิ่ง   เม่ือเวลาผา่นไป 1 วนิาที  งานของมือเป็นเท่าใด  

ฉ) เม่ือเวลาผา่นไป 1 วนิาที  พลงังานกลของระบบท่ีประกอบดว้ยรอกและมวลทั้งสองน้ี  เพิ่มข้ึนหรือ

ลดลงเท่าใด 

 

วธีิท า การท่ีไม่มีการไถลระหวา่งเชือกกบัผวิรอกแสดงวา่รอกเป็นรอกผิวฝืด   แมว้า่เชือกจะเป็นเชือกเส้น

เดียวกนัและเป็นเชือกเบา   แต่เม่ือพาดผา่นผวิฝืดแรงตึงเชือกทั้งสองดา้นก็ไม่เท่ากนั 

เน่ืองจากมวล 3 กิโลกรัม และ 1 กิโลกรัมคลอ้งดว้ยเชือก  ขนาดของความเร่งของมวลทั้งสอง

สัมพทัธ์กบัรอกจึงเท่ากนั  แต่ทิศจะสวนทางกนั    ให ้ ma   คือขนาดของความเร่งของมวลแต่ละกอ้น  

สัมพทัธ์กบัรอก   

 เทียบกบักรอบอา้งอิงเฉ่ือย  ความเร่งของมวล 2 กิโลกรัม =  ma1    2/ sm    ทิศช้ีข้ึน 

(เพราะเราตั้ง 1   2/ sm    ซ่ึงมีทิศช้ีข้ึน  ลบดว้ย ma  ซ่ึงมีทิศช้ีลง)   

และความเร่งของมวล 1 กิโลกรัม =  ma1    2/ sm    ทิศช้ีข้ึน 

ma  ma  
2T  

g1  g3  

g2  
1T  

2/1 sm  

3 kg 

1kg 

2/1 sm  

3 kg 

1kg 

รูป ต.ย.5.9ก. 
ข. 
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ดูมวล 3 กิโลกรัม     )1(3)8.9(31 maT     (1) 

ดูมวล 1 กิโลกรัม     )1(1)8.9(12 maT     (2) 

ดูรอก   2

21 )2(
2

1
)( RIRTT CM    (3) 

แต่ 
R

am  ดงันั้น   maTT  )( 21   (3) 

สมการ 1,2 และ 4  เป็นสมการเชิงเส้น 3 สมการ มีตวัไม่รู้ค่า 3 ตวั  แกส้มการออกมาได ้

 32.4ma เมตรต่อวนิาที2      

44.191 T นิวตนั 12.152 T นิวตนั    ค าตอบขอ้ก. 

ให ้ F เป็นแรงท่ีมือดึงรอก ดูรอกเป็นระบบ ดูในแนวด่ิง 

  )/1)(2()12.15()44.19()/8.9)(2( 22 smkgNNsmkgF   

  16.56F     นิวตนั  ค าตอบขอ้ ข. 

ความเร่งเม่ือเทียบกบักรอบอา้งอิงเฉ่ือยของมวล  3 กิโลกรัม  คือ 3.32 เมตรต่อวินาที2     ทิศช้ีลง 

ของมวล   1 กิโลกรัม  คือ 5.32 เมตรต่อวนิาที2     ทิศช้ีข้ึน   ค าตอบขอ้ ค. 

 นกัศึกษาคงจ าไดว้า่นิยามของจุดศูนยก์ลางมวล กรณีระบบมีมวล 3 กอ้นคือ 

 
321

332211

mmm

rmrmrm
rCM







  

หาอนุพนัธ์เทียบกบัเวลาสองคร้ัง  จะได ้

 
321

332211

mmm

amamam
aCM







  

ดงันั้น 2
222

/44.0
)1()3()2(

)/32.5)(1()/32.3)(3()/1)(2(
sm

kgkgkg

smkgsmkgsmkg
aCM 




  

คือมีขนาด 0.44  เมตรต่อวนิาที2  ทิศช้ีลง     ค าตอบขอ้ ง. 
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 เราจะตรวจค าตอบดูสักหน่อยวา่    ดูทั้งระบบเลย  จาก   CM

ext aMF


 

โดย  extF


 คือแรงลพัธ์ของแรงภายนอกระบบ  คราวน้ีแรงท่ีเชือกดึงมวล  มวลดึงเชือก  เชือกดึงรอก  

รอกดึงเชือก  เป็นแรงภายในระบบ  ไม่ตอ้งน ามาคิด   แรงภายนอกระบบมีแต่แรงจากมือและแรงโนม้ถ่วง 

ดู NNsmkgsmkgsmkgF ext 64.2)16.56()/8.9)(1()/8.9)(3()/8.9)(2( 222 


 ทิศ

ช้ีลง 

ดู   NsmkgaM CM 64.2)/44.0)(6( 2 
 ทิศช้ีลง   เม่ือตรวจแลว้วา่เท่ากนัก็อุ่นใจหน่อย  

(แต่ก็ไม่แน่  นกัศึกษาสามารถเรียนรู้การตรวจสอบแบบน้ีดว้ยการลองเขียนสมการท่ีผิด  เช่นเขียนสมการ 3 

เป็น CMIRTT  )( 12   แลว้ลองแกส้มการ 1,2 และ 3 หาค าตอบแลว้น ามาตรวจสอบ) 

ในเวลา 1 วนิาที มือเคล่ือนท่ีข้ึนเป็นระยะทาง 0.5 เมตร  ดงันั้นงานของมือเท่ากบั  

 )5.0)(16.56( mN 28.08 จูล       ค าตอบขอ้ จ. 

เม่ือเวลาผา่นไป 1 วนิาที  จะหาวา่รอกและมวลทั้งสองกอ้น  จะอยูสู่งหรือต ่าจากเดิมก่ีเมตร  โดยดูจาก  

2

2

1
tatuS   ซ่ึงไดว้า่ 

รอกสูงจากเดิม 0.5  เมตร มวล 3 กิโลกรัมอยูต่  ่าจากเดิม 1.66 เมตร   มวล 1 กิโลกรัมอยูสู่งจากเดิม 2.66 เมตร    

 ดงันั้นพลงังานศกัยเ์ปล่ียนไป = 

936.12)66.2)(/8.9)(1()66.1)(/8.9)(3()5.0)(/8.9)(2( 222  msmkgmsmkgmsmkg จูล 

คือพลงังานศกัยล์ดลง 12.936  จูล 

เม่ือเวลาผา่นไป 1 วนิาที  จะหาวา่รอกและมวลทั้งสองกอ้น  จะมีอตัราเร็วเท่าใด   โดยดูจาก  

tauv   ซ่ึงจะไดว้า่ 

อตัราเร็วของรอก   1  เมตรต่อวนิาที  ของมวล 3 กิโลกรัมและ 1 กิโลกรัม   3.32  และ 5.32 เมตรต่อวนิาที 

ความเร็วเชิงมุมของรอกหาจาก     00 t
R

t
R

am 32.4
   เรเดียนต่อวนิาที 
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เน่ืองจากเดิมรอกอยูน่ิ่ง  พลงังานจลน์ของรอกเพิ่ม  3312.10
32.4

)2(
2

1

2

1
)1)(2(

2

1
2

22 

















R
R  จูล 

พลงังานจลน์ของมวล 3 กิโลกรัมเพิ่ม 5336.16)32.3)(3(
2

1 2     จูล 

พลงังานจลน์ของมวล 1 กิโลกรัมเพิ่ม 1512.14)32.5)(1(
2

1 2     จูล 

  พลงังานกลเพิ่มข้ึน  10.3312+16.5336+14.1512 – 12.9360 = 28.08    จูล  ค าตอบขอ้ ฉ 

พลงังานกลท่ีเพิ่มข้ึนมาจากงานท่ีมือท า 

หมายเหตุ  ถา้นกัศึกษาค านวณ  kE   ของรอกจาก rot

CM

trans

CM WW     ก็จะได ้10.3312 จูล เช่นกนั   

ตัวอย่างที ่5.10 ทรงกลมไถลบนพืน้ราบฝืด  

   ทรงกลมตนัมวล M   รัศมี R   ถูกกระแทกในแนวระดบัผา่นจุดศูนยก์ลางมวล  ท าใหท้รงกลม

เคล่ือนท่ีไปบนพื้นระดบัดว้ยความเร็วเร่ิมตน้ 0V  ดงัรูป ต.ย.5.10ก.  ก าหนดใหส้ัมประสิทธ์ิความเสียดทาน

จลน์ระหวา่งทรงกลมกบัพื้นระดบัเป็น   และทรงกลมมีโมเมนตค์วามเฉ่ือยรอบจุดศูนยก์ลางมวล 

2

5

2
RMI MC   

  

ก) จงหาระยะทางจากจุดตั้งตน้ท่ีทรงกลมเคล่ือนท่ีไปบนพื้นระดบั จนเร่ิมกล้ิงโดยไม่ไถล   
ข) จงหาอตัราเร็วเชิงมุมของทรงกลมขณะท่ีกล้ิงโดยไม่ไถล 
ค) จากเร่ิมตน้จนกล้ิงโดยไม่ไถลพลงังานจลน์เปล่ียนแปลงไปเท่าใด 

วธีิท า    ก่อนอ่ืนตอ้งดูใหอ้อกก่อนวา่เม่ือเร่ิมตน้ทรงกลมยงัไม่หมุน  คือความเร็วเชิงมุม 0  แต่ CM มี

ความเร็วเชิงเส้นมากท่ีสุดคือ 0V  

 ในขณะท่ีก าลงัไถลแรงเสียดทานจะท าให ้   มากข้ึนเร่ือยๆ  ในขณะท่ี ความเร็วเชิงเส้น ของ CM 

คือ V  ลดลงเร่ือยๆ  ในช่วงน้ี  RV   

0V  

รูป ต.ย.5.10ก. 
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 จนเม่ือ RV   ทรงกลมจะกล้ิงโดยไม่ไถล ดงัในรูป ต.ย.5.10ข. แรงเสียดทานจะเป็นศูนยโ์ดย

ทนัที  ในเชิงอุดมคติแลว้ทรงกลมจะกล้ิงไปเร่ือยๆดว้ยความเร็วคงท่ี 

 

ขณะท่ีก าลงัไถลอยูน่ั้นแรงในแนวระดบัท่ีกระท าต่อทรงกลมคือแรงเสียดทานจลน์ gmNf     ทิศ

ไปทางซา้ย 

จากกฎขอ้ท่ีสองแบบเล่ือนท่ี    amgm   

ดงันั้น  ความเร่ง ga   ทิศไปทางซา้ย 

เน่ืองจากความเร่งคงท่ีเราใชสู้ตร tauv    ได ้ 

ใหทิ้ศไปทางขวาเป็นบวก  จะได ้  tgVtV  0)(   (1) 

ใช ้CM เป็นจุดอา้งอิง จากกฎขอ้ท่ีสองแบบหมุนจะได ้  MCIRgMRf   

จะได ้
R

g

2

5
   

เน่ืองจากความเร่งเชิงมุมคงท่ีเราใชสู้ตร t  0   จะได ้  

  t
R

g

2

5
0


      (2) 

เม่ือไม่ไถล RV    จากสมการ 1 และ 2  จะได ้

  Rt
R

g
tgV 










2

5
0


  

  
g

V
t

7

2 0  

V  

f  

0V  

S  รูป ต.ย.5.10ข. 
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ระยะทางท่ีไถลหาไดจ้าก   2

0
2

1
tatVS    =  

g

V

49

12 2

0   ค าตอบขอ้ก. 

ความเร็วเชิงมุมเม่ือไมไถลหาไดจ้าก 
R

V
t

7

5 0    ค าตอบขอ้ ข. 

พลงังานจลน์เม่ือเร่ิมตน้   2

0
2

1
MVEki   

พลงังานจลน์เม่ือไม่ไถล    
2

0
7

5

2

1








 VMEkf  2

0

2

02

14

5

7

5

5

2

2

1
VM

R

V
MR 
















  

 2

0
14

5
VMEk  2

0

2

0
7

1

2

1
VMMV    ค าตอบขอ้ค. 

หมายเหตุ   นกัศึกษาอาจคิดวา่  














g

V
gMSfEk




49

12
)(

2

0 2

0
49

12
VM  ซ่ึงไม่ถูกตอ้ง 

เพราะจริงๆแลว้จากสมการ 3.3.3   rot

CM

trans

CMk WWE   

โดย   












  g

V
gMSfrdFW

f

i

CM

trans

CM
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0
2

0
49
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VM  

  f

i

f

i

f

i

CM

rot

CM gRMfRddW     

มุม if      ท่ีทรงกลมหมุนหาไดจ้าก 
Rg

V

g

V

R

g
tt






49

5

7

2

2

5

2

1
0

2

1
2

0

2

02

0 















      

2

0
49

5
MVW rot

CM   

2

0

2

0

2

0
7

1

49

5

49

12
MVMVMVWWE rot

CM

trans

CMk   เท่ากบัค าตอบในขอ้ ค. 

 ถา้นกัศึกษาพิจารณาการเคล่ือนท่ีแบบเล่ือนท่ีท่ีใชง้าน-พลงังาน ในกรณีท่ีมีแรงเสียดทานจลน์  ซ่ึง

มกักล่าวกนัวา่งานของแรงเสียดทานจลน์เท่ากบัพลงังานจลน์ท่ีสูญเสียไป  ตวัอยา่งเช่นกล่องไถลตามพื้น

ราบฝืด  ในการค านวณมกัตั้งสมการใหง้านของแรงเสียดทานจลน์เท่ากบัพลงังานจลน์ท่ีสูญเสียไปซ่ึงได้

ค  าตอบท่ีถูกตอ้งออกมา  สาเหตุท่ีถูกเพราะกล่องไม่มีการหมุน  พจน์ 0rot

CMW    ส่วนพจน์ trans

CMW   คือ

พจน์ท่ีเรียกกนัวา่งานของแรงเสียดทานจลน์  ดงันั้น kE จึงเท่ากบั “งานของแรงเสียดทานจลน์”    ซ่ึง
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จริงๆแลว้ trans

CMW  ไม่ใช่งานของแรงเสียดทานจลน์ เพราะถา้ใช่ตอ้งเท่ากบัแรงเสียดทานจลน์ คูณดว้ยการ

กระจดัของแรงเสียดทานจลน์ แต่ trans

CMW  มาจากการกระจดัของ CM    

ตัวอย่างที ่ 5.11 หนูเดินบนจาน 

 จานมวล  M  รัศมี  R    ตรงกลางใส่ตลบัลูกปืนใหจ้านหมุนไดค้ล่องรอบแกนกลางซ่ึงเป็นเพลา   

หนูตวัหน่ึงมวล m  ยนือยูบ่นขอบจาน  ทั้งหนูทั้งจานหมุนดว้ยความเร็วเชิงมุม i    จากนั้นหนูเดินจากขอบ

จานเขา้มาห่างจากแกนกลาง  r   แลว้หยดุเดิน   ความเร็วเชิงมุมของหนูและจานเป็น f    

ก)จงหา f  ในพจน์ของ i  , mM ,  , R    และ r  

ข)พลงังานกลของระบบท่ีประกอบไปดว้ยจานและหนูคงท่ีหรือไม่  เพราะเหตุใด 

 

วธีิท า    อนัท่ีจริงแลว้ทอร์กเน่ืองจากน ้าหนกั gm  ของหนู  ท าใหต้ลบัลูกปืนตอ้งออกแรงท าใหเ้กิดทอร์กใน

แนวตั้งฉากกบัแกนกลางเพื่อตา้นกบัทอร์กน้ี  นอกจากน้ีเม่ือมองทั้งจานทั้งหนูเป็นวตัถุ   วตัถุน้ีไม่สมมาตร

เพราะมีหนูแค่ตวัเดียว(ดูวา่หนูมีความสูงดว้ย)   เม่ือใหจุ้ดก าเนิดอยูก่ลางจาน  product of  inertia  จะไม่เป็น

ศูนย ์  ท าใหเ้ม่ือจานหมุนตลบัลูกปืนตอ้งออกแรงท าใหเ้กิดทอร์กในแนวตั้งฉากกบัแกนกลางคลา้ยกบัใน

ตวัอยา่งท่ี2.2.4 ซ่ึงมีผลต่ออายกุารใชง้านของตลบัลูกปืน 

 แต่ไดก้ล่าวแลว้วา่เราสนใจปัญหาง่ายๆ  เราไม่สนใจวา่ตลบัลูกปืนจะมีอายกุารใชง้านสั้นหรือยาว    

สนใจแค่วา่ f เป็นเท่าใด  ซ่ึงทอร์กท่ีตรงประเด็นคือทอร์กในแนวของความเร็วเชิงมุม  หรือ z ท่ีเราเคย

กล่าวถึงนัน่เอง โดยในตวัอยา่งน้ีแกน z   จะทบักบัเพลา   

  
ตลบัลูกปืน 

เพลา 

หนู 

รูป ต.ย.5.11 
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 เน่ืองจากลูกปืนหมุนไดค้ล่องมนัจึงไม่สามารถออกแรงท าใหเ้กิดทอร์กในแนว  z  ได ้ ดงันั้น z  

จึงเป็นศูนย ์ หรือก็คือไม่มีการเปล่ียนแปลงขององคป์ระกอบของโมเมนตมัเชิงมุมในแนวของความเร็ว

เชิงมุม 

 กรณีการหมุนในระนาบเรารู้วา่(จากสมการ 1.3.8) ไม่วา่วตัถุจะสมมาตรหรือไม่ก็ตาม  องคป์ระกอบ

ของความเร็วเชิงมุมในแนวของความเร็วเชิงมุมเท่ากบั  I   ดงันั้นถา้ z เป็นศูนย ์ I ตอ้งคงท่ี 

คือ fiffii rmMRRmMRII  
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      ค าตอบขอ้ ก. 

 เน่ืองจาก 22 rmmR       ดงันั้น if    

 ถา้สมมติวา่พลงังานกลคงท่ี(ซ่ึงผดิจากความเป็นจริง)สมการน่าจะเป็นดงัน้ี  
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  ซ่ึงไม่เท่ากบัค าตอบในขอ้ ก. 

 เราไดเ้คยกล่าวมาแลว้วา่พลงังานกลจะอนุรักษน์ั้นตอ้งไม่มีงานจากแรงไม่อนุรักษ ์ และไม่มีการ

เปล่ียนแปลงพลงังานกลไปเป็นพลงังานรูปอ่ืน  หรือพลงังานรูปอ่ืนไปเป็นพลงังานกล   ในตวัอยา่งน้ีมี

พลงังานของหนูซ่ึงไดจ้ากการท่ีหนูกินอาหารเขา้ไปซ่ึงไม่ใช่พลงังานกลมาเก่ียวขอ้งดว้ย   คือมีการเปล่ียน

พลงังานรูปอ่ืนเป็นพลงังานกล  พลงังานกลจึงไม่คงท่ี 

 ถา้แทน f จากค าตอบขอ้ ก.   ลงในสมการพลงังานจลน์สุดทา้ย  คือ   222

2

1

2

1
frmMR 








     

จะเห็นวา่พลงังานจลน์สุดทา้ยมากกวา่พลงังานจลน์เร่ิมตน้ 222

2

1

2

1
iRmMR 








   พลงังานจลน์ท่ี

เพิ่มข้ึนน้ีมาจากพลงังานของหนู       ค าตอบขอ้ ข. 
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 ถา้หนูเดินยอ้นกลบัจาก r ไป R   พลงังานกลลดลง  แต่พลงังานจะหายไปเฉยๆไม่ไดเ้พียงแต่

เปล่ียนรูปได ้ พลงังานกลท่ีลดลงน้ีถา้ไม่ไปท าใหพ้ลงังานภายในของจานเพิ่มข้ึนก็ตอ้งไปท าใหพ้ลงังาน

ภายในของหนูเพิ่มข้ึน  หรือทั้งสองอยา่ง  จานอาจจะไม่เหมือนเดิมหรือหนูอาจจะไม่เหมือนเดิม  

ตวัอยา่งเช่นเส้นเอน็ของหนูอาจจะยดืหน่อยๆท าใหพ้ลงังานศกัยย์ดืหยุน่ของเส้นเอ็นเพิ่มข้ึน  ท่ีกล่าวมาน้ี

ตอ้งการให้นกัศึกษาไดคิ้ดวเิคราะห์    จริงหรือไม่  ไม่รู้    

ตัวอย่างที ่5.12  ดินน า้มันชนติดกบัคานซ่ึงห้อยติดกบับานพบั  

คานสม ่าเสมอยาว L  มวล M ปลายหน่ึงของคานติดบานพบัซ่ึงหมุนไดค้ล่องท่ีจุด O    เดิมคานอยูใ่น

แนวด่ิง  มีดินน ้ามนัมวล m ความเร็ว v  ในแนวระดบัวิง่เขา้ชนและติดกบัปลายคาน ดงัรูป ต.ย.5.12    

ทนัทีหลงัชน(หลงัชนเสร็จ)  จงหา    (คาน 2

12

1
MLICM  ) 

ก) ความเร็วเชิงมุมของคานและดินน ้ามนั    ข) พลงังานจลน์เหลือเป็นอตัราส่วนเท่าใดเม่ือเทียบกบัก่อนชน  

ค)โมเมนตมัเชิงเส้นของคานและดินน ้ามนั 

 

วธีิท า    หลงัจากชนกนัดินน ้ามนัเปล่ียนรูปร่างเป็นแบนๆ   พลงังานกลส่วนหน่ึงถูกใชไ้ปเปล่ียนรูปร่างดิน

น ้ามนั  หรืออาจท าให้อุณหภูมิของดินน ้ามนัและของคานสูงข้ึน  พลงังานภายในของดินน ้ามนัเพิ่มข้ึน  

พลงังานกลจึงไม่คงท่ี   เราจึงใชก้ฎการอนุรักษพ์ลงังานกลไม่ได ้ 

  

 O 

   

  

 v  

 รูป ต.ย. 5.12ก.ก่อนชน 

 

 

 O 

   

  ข.ทนัทีหลงัชน 
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 ถา้ดูทั้งดินน ้ามนัและคานเป็นระบบ  ขณะก าลงัชนกนัมีแรงภายนอกระบบในแนวระดบักระท าต่อ

ระบบ   คือแรงในแนวระดบัท่ีบานพบัท าต่อคาน(ดูในขอ้ ค.)  โมเมนตมัเชิงเส้นของระบบในแนวระดบัจึง

ไม่คงท่ี   เราจึงใชก้ฎการอนุรักษโ์มเมนตมัเชิงเส้นไม่ได ้

 แรงภายนอกระบบในแนวด่ิงก็ไม่เป็นศูนย ์ เพราะขณะชนกนั CM มีการเคล่ือนท่ีเป็นวงกลม  

ความเร่งของ CM มีทิศพุง่ข้ึนในแนวด่ิงเขา้หาบานพบั  ดงันั้นบานพบัจะออกแรงดึงข้ึนในแนวด่ิงมากกวา่  

gmM )(    

 แต่ถา้เราใชบ้านพบั(ซ่ึงเป็นจุดตรึง)เป็นจุดอา้งอิง  ทอร์กของแรงภายนอกระบบทั้งจากแรงบานพบั

และแรงโนม้ถ่วงเป็นศูนย ์  โมเมนตมัเชิงมุมอา้งอิงกบับานพบัจึงคงท่ี 

 จะเห็นวา่แมแ้รงลพัธ์ภายนอกไม่เป็นศูนย ์ แต่ถา้เลือกจุดอา้งอิงให้เหมาะๆ(มกัเป็นจุดตรึง) ทอร์ก

ของแรงภายนอกก็เป็นศูนยไ์ด ้ 

เม่ือวิเคราะห์ไดแ้ลว้  ต่อไปก็เป็นการค านวณ 

   ไดก้ล่าวมาแลว้วา่ปัญหาระดบัมธัยมหรือฟิสิกส์ทัว่ไป1 ทั้งทอร์กและโมเมนตมัเชิงมุม  

องคป์ระกอบท่ีเราสนใจคือองคป์ระกอบในแนวของความเร็วเชิงมุม  ซ่ึงก็คือในแนวตั้งฉากกบักระดาษใน

รูป ต.ย.5.12 

ก่อนชน  เราหาโมเมนตมัเชิงมุมของดินน ้ามนัอา้งอิงกบับานพบัจากนิยามพื้นฐานของโมเมนตมัเชิงมุมคือ 

vmrPrL


    Lvm   ทิศพุง่ออกจากกระดาษ 

ทนัทีหลงัชน   ใหค้วามเร็วเชิงมุมของคานและดินน ้ามนัเป็น   เน่ืองจากโมเมนความเฉ่ือยเฉพาะของคาน

รอบแกนท่ีผา่นบานพบัคือ 2

2

2

3

1

212

1
ML

L
MML 








   และโมเมนความเฉ่ือยของดินน ้ามนัคือ 2Lm  

ดงันั้น หลงัชน  โมเมนตมัเชิงมุมของคาน+ดินน ้ามนั อา้งอิงกบับานพบั  







 22

3

1
mLML   ทิศพุง่

ออกจากกระดาษ 

โมเมนตมัเชิงมุมก่อนชนเท่ากบัหลงัชน Lvm  
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3

1
mLML  
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mML

vm

3

1
       ค าตอบขอ้ ก.  

พลงังานจลน์หลงัชน    






























mM

m
vmmLML

3

12

1

3

1

2

1 2222   

คือเหลือ 
mM

m


3

1
  ของก่อนชน      ค าตอบขอ้ ข.  

โมเมนตมัเชิงเส้นของคานเราจะค านวณโดยตรง  โดยสมมติวา่คานอยูใ่นแนวระดบั  ตั้งแกน x  ไป

ตามความยาวของคานใหจุ้ดก าเนิดอยูท่ี่บานพบั  ดงัรูป ต.ย.5.12 ค.  

 

เน่ืองจากคานหมุนดว้ยความเร็วเชิงมุม    พิจารณาส่วนยอ่ยของคานซ่ึงยาว  xd มวลของส่วนยอ่ย

น้ีคือ  xd
L

M   และความเร็วคือ jx ˆ     ดงันั้นโมเมนตมัของส่วนยอ่ยน้ี  MPd


คือ 

 MPd


jxd
L

M
x ˆ  

 เม่ือรวม(อินทิเกรต) โมเมนตมัยอ่ย   ก็จะไดโ้มเมนตมัเชิงเส้นของคานทั้งช้ิน คือ 

  MP


jxd
L

M
x

L

ˆ

0

  

ในเชิงเทคนิคของการอินทิเกรตเราจะดึงเอาค่าคงท่ีออกนอกเคร่ืองหมายอินทิเกรตก่อน  ขณะน้ีเรา

อินทิเกรตเทียบกบั x  ถา้ x  เปล่ียนแลว้อะไรท่ีไม่เปล่ียน  มนัก็จะเป็นค่าคงท่ี   โดย  LM ,,  นั้นเห็นได้

x  

xd  

x  

y  

รูป ต.ย.5.12ค. 
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ชดัวา่ไม่เปล่ียน  ส่วน ĵ    นั้นไม่วา่  x  จะเป็นท่ีใดบนคาน ĵ   ก็ยงัคงมีขนาดหน่ึงหน่วยและทิศช้ีข้ึน(ในรูป

ต.ย.5.12ค.)เหมือนเดิม   ĵ  จึงเป็นเวกเตอร์คงท่ี  ดึงออกนอกเคร่ืองหมายอินทิเกรตได ้ เป็น 

  MP


jLMLMjxdx
L

M
j

L

ˆ
2

1

2

1ˆˆ

0

   

หลงัชน โมเมนตมัเชิงเส้นของดินน ้ามนั   jLmPm
ˆ


 

ดงันั้น  โมเมนตมัเชิงเส้นหลงัชน   jmLMLjLmjLMPPP mMf
ˆ

2

1ˆˆ
2

1








 


 

แทนค่า   จากค าตอบขอ้ ก. ลงไป ได ้ jvm

mM

mM

mML

mML

vm
Pf

ˆ

3

1

2

1

2

1

3

1











































 

         ค าตอบขอ้ ค. 

 โมเมนตมัเชิงเส้นก่อนชนคือ  jvmPi
ˆ


 

เน่ืองจาก   1

3

1

2

1























mM

mM

  ดงันั้น  โมเมนตมัเชิงเส้นเพิ่มข้ึน  แสดงวา่มีแรงท่ีบานพบัท าต่อ

คานในแนวระดบัทิศไปทางขวาของในรูป ต.ย.5.12ก. 

 ถา้เราเปล่ียนต าแหน่งท่ีดินน ้ามนัชนคานใหใ้กล้ๆ กบับานพบั    นกัศึกษาลองค านวณดูจะพบวา่แรง

ท่ีบานพบัท าต่อคานมีทิศไปทางซา้ยของในรูป ต.ย.5.12ก.    

ตัวอย่างที ่5.13  การดลเชิงมุมกระท าต่อดัมเบลซ่ึงวางบนพืน้ล่ืน 

 ดมัเบลประกอบดว้ยคานเบายาว L  ปลายสองดา้นติดมวล M2   และ M   วางน่ิงบนพื้นระดบัล่ืน  

ต่อมามีแรง F  กระท าต่อมวล M ในแนวตั้งฉากกบัคานเป็นเวลาสั้นๆ t   ดงัรูปต.ย. 5.13ก. 

ก) จุดศูนยก์ลางมวลของดมัเบลมีความเร็วเท่าใด  

ข) ดมัเบลหมุนดว้ยความเร็วเชิงมุมเท่าใด 
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ค) เม่ือเวลาผา่นไป 
tF

ML


   ดมัเบลจะอยูท่ี่ไหนและเอียงอยูอ่ยา่งไร 

ใหต้อบในพจน์ของ FLM ,,   และ t  

 

วธีิท า    สร้างแกน yx   ดงัรูป 5.13ก. CM จะอยูบ่นแกน y   โดย 

 
62

22
2

L

MM

L
M

L
M

yCM 




















  

เม่ือค านวณต าแหน่งไดแ้ลว้  นกัศึกษาจินตนาการวา่เอาสีด าแตม้คานเป็นจุดด าท่ีต าแหน่งน้ี   การ

เคล่ือนท่ีของจุดด าก็คือการเคล่ือนท่ีของ CM  ของดมัเบล 

ก) จาก  การดลเชิงเส้น  =  โมเมนตมัเชิงเส้นท่ีเปล่ียนไป 

ก่อนจะมีแรง F กระท า  ดมัเบลอยูน่ิ่ง  ดงันั้น 

F  

C  

L
3

2
 

6/L  

  

M 

2M 

x  

y  

2/L  

2/L  

M 

2M 

y  

3/L  

C  

  

รูป ต.ย.5.13 ก. 
ข. 

ค.ขยายเวลา t ใหม้ากเกินจริง จริงๆแลว้

คานยงัอยูใ่นแนวใกลเ้คียงกบัแกน y 
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 CMvMMitF


)2(ˆ   

i
M

tF
vCM

ˆ
3




         ค าตอบขอ้ก. 

ข) เราจะท า 2 วธีิ  วธีิแรกใชจุ้ดตรึงเป็นจุดอา้ง  วธีิท่ีสองใช ้CM เป็นจุดอา้งอิง   

วธีิท่ี1      ใหจุ้ด C    เป็นจุดตรึงบนพื้น  เม่ือเร่ิมตน้มวล M  ทบักบัจุด C   แนวของแรง F   ผา่นจุด C   

ทอร์กของแรง F  จึงเป็นศูนย ์  การดลเชิงมุมก็เป็นศูนย ์ โมเมนตมัเชิงมุม(เทียบกบัจุด C ) ก็คงท่ี 

 ก่อนมีแรง F กระท า  ดมัเบลอยูน่ิ่ง  โมเมนตมัเชิงมุมเป็นศูนย ์  หลงัมีแรง F  กระท าโมเมนตมั

เชิงมุมก็ตอ้งเป็นศูนยเ์ช่นเดิม  เพราะทอร์กของแรง F เป็นศูนย ์เม่ืออา้งอิงกบัจุด C  

 โมเมนตมัเชิงมุมอา้งอิงกบัจุดตรึงหาไดจ้ากสมการ (ค4) ของภาคผนวก ค.  คือ   

nipsbitrofixed LLL


       

เม่ือ )ˆ(
3

2ˆ
3

3ˆ
3

2
3, ktFLi

M

tF
MjLvMrL CMCCMbitro 







 











 

 โมเมนความเฉ่ือยของมวล M2 รอบแกนท่ีผา่น CM  เท่ากบั 
2

3
2 







 L
M   ส่วนของมวล M  เท่ากบั 

2

3

2







 L
M    ดงันั้น 

 kMLk
L

M
L

ML nips
ˆ

3

2ˆ
3

2

3
2 2

22

 
































 

แต่โมเมนตมัเชิงมุมเท่ากบัศูนย ์ kMLktLF ˆ
3

2
)ˆ(

3

2
0 2  

 
LM

tF
         

วธีิที 2       ใช ้ CM  เป็นจุดอา้งอิง 

(นกัศึกษาควรระลึกไดว้า่  จุดอา้งอิงซ่ึงเป็น CM น้ี เป็นจุดท่ีติดไปกบัวตัถุ  คือติดไปกบัคานของดมัเบล

นัน่เอง) 
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 เม่ือใช ้CM เป็นจุดอา้งอิง  การดลเชิงมุมไม่เป็นศูนย ์  เราก็ใชค้วามสัมพนัธ์ 

 การดลเชิงมุม=  โมเมนตมัเชิงมุมท่ีเปล่ียนไป   

โดยทั้งการดลเชิงมุมและโมเมนตมัเชิงมุมนั้น  ไดก้ล่าวมาแลว้วา่เป็นองคป์ระกอบในแนวความเร็วเชิงมุม  ก็

คือในแนวตั้งฉากกบักระดาษ(แนว z ) นัน่เอง 









 tLF

3

2
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3

2

3
2

L
M

L
M  

  
LM

tF
       ค าตอบขอ้ ข. 

เน่ืองจาก   i
M

tF
vCM

ˆ
3




   ดงันั้นเม่ือเวลาผา่นไป  
tF

ML


    จุดสีด าท่ีแตม้(CM)ไวท่ี้คานจะเคล่ือนท่ีไป

ทางขวาเป็นระยะทาง L
3

   โดยดมัเบลจะหมุนทวนเขม็นาฬิกาเป็นมุม  
















 

tF

ML

ML

tF   เรเดียน 

ดมัเบลจึงอยูด่งัในรูป 5.13 ง.      ค าตอบขอ้ ค. 

 

 

M2  

รูป ต.ย.5.13 ง. 

    

M  

M2  

M  

แนวการเคล่ือนท่ีของ CM 

ซ่ึงจะเคล่ือนเป็นแนวตรง 
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ตัวอย่างที ่5.14  มวลM พุ่งเข้าชนและเสียบติดกบัคานซ่ึงวางบนพืน้ล่ืน 

คานมีมวล M   ยาว L วางน่ิงบนพื้นระดบัล่ืน  ต่อมามีมวล M ขนาดเท่ากนักบัมวลของคาน  มวล

น้ีมีความเร็ว v  ไถลไปตามพื้นพุง่ชนปลายคานในแนวตั้งฉากกบัคานแลว้เสียบติดไปกบัคาน ดงัรูปต.ย.5.14  

ก)จุดศูนยก์ลางมวลของระบบ (คาน+มวล)มีความเร็วเท่าใด  

ข)ระบบหมุนดว้ยความเร็วเชิงมุมเท่าใด 

ค)เม่ือระบบหมุนครบ1 รอบ  CM อยูห่่างจากเดิมเท่าใด 

 

 

วธีิท า    เม่ือมองดูคานและมวลเป็นระบบ  แรงภายนอกระบบมีแรงโนม้ถ่วงและแรง N ท่ีพื้นท าต่อคาน  

แรงเหล่าน้ีอยูใ่นแนว z   ไม่มีแรงภายนอกระบบในแนว x   ดงันั้นโมเมนตมัเชิงเส้นของระบบในแนว x   

คงท่ี 

 
2

2
v

vvMvM CMCM    ทิศไปทางขวา  ค าตอบขอ้ก. 

การชนกนัแลว้ติดกนัไปจะมีการสูญเสียพลงังานกล  เราจึงใชก้ฎการอนุรักษพ์ลงังานกลไม่ได ้ 

  

C  

4/L  

CM  

v
 

x  

M  

y  

2/L  

2/L    

C  

 

รูป ต.ย.5.14ก. 
ข. ทนัทีก่อนชน 

ค.ทนัทีหลงัชน  แต่ขยาย

เขียนใหเ้ห็นจุดตรึง C 

M  
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 ถา้ดูทั้งมวลและคานเป็นระบบ  ขณะก าลงัชนกนัมีแรงภายนอกระบบคือแรงโนม้ถ่วงและแรง N  

แต่แรงทั้งสองขนาดเท่ากนั(เราตีความวา่หลงัชนแลว้ระบบเคล่ือนท่ีในระนาบ yx  ความเร่งของ CM ใน

แนว z เป็นศูนย ์ ) ก็คือแรงลพัธ์ของแรงภายนอกระบบเป็นศูนย ์ ทอร์กของแรงภายนอกเป็นศูนยด์ว้ย ดงันั้น

โมเมนตมัเชิงมุมจึงคงท่ี   

 เราจะท า 2 วธีิคือ ใชจุ้ด CM เป็นจุดอา้งอิง  และใชจุ้ดตรึงเป็นจุดอา้งอิง  

วธีิท่ี 1    ใช ้CM เป็นจุดอา้งอิง   

สร้างแกน yx   ดงัรูป ต.ย.5.14ก. เราจะดูเหตุการณ์ทนัทีก่อนชนดงัรูป ข. ซ่ึง CM จะอยูบ่นแกน y   โดย 

 
 

4

2
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L

MM

L
MM

yCM 












  

ก่อนชน   โมเมนตมัเชิงมุมของมวลอา้งอิงกบั CM   
4

L
vM   ทิศพุง่ออกจากกระดาษ 

ทนัทีหลงัชน   ใหค้วามเร็วเชิงมุมของคานและดินน ้ามนัเป็น   โมเมนความเฉ่ือยเฉพาะของคานรอบแกนท่ี

ผา่น CM ของระบบคือ 
2

2

412

1










L
MML   และโมเมนความเฉ่ือยของดินน ้ามนัคือ 

2

4







 L
M  

ดงันั้น หลงัชน  โมเมนตมัเชิงมุมของคาน+ดินน ้ามนั อา้งอิงกบั  CM  
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MML   ทิศพุง่ออกจากกระดาษ 
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วธีิท่ี 2   ใหจุ้ด C    เป็นจุดตรึงบนพื้น  เม่ือเร่ิมตน้ปลายคานดา้นล่างทบักบัจุด  C  เน่ืองจากแรงภายนอก

ระบบเป็นศูนย ์ ทอร์กของแรงภายนอกระบบ(อา้งอิงกบัจุด C )ก็เป็นศูนยด์ว้ย  โมเมนตมัเชิงมุม(อา้งอิงกบั

จุด C ) ก็คงท่ี 
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 เม่ือเร่ิมตน้คานอยูน่ิ่ง  โมเมนตมัเชิงมุมของคาน(อา้งอิงกบัจุด C ) เป็นศูนย ์ ส่วนมวลM  มี

ความเร็วผา่นจุด C   โมเมนตมัเชิงมุมของมวลจึงเป็นศูนยเ์ช่นกนั   ก็คือโมเมนตมัเชิงมุมก่อนชนเป็นศูนย ์

 หลงัชน  โมเมนตมัเชิงมุมอา้งอิงกบัจุดตรึง C  หาไดจ้ากสมการ (ค4) ของภาคผนวก ค.  คือ   

nipsbitrofixed LLL


       

เม่ือ   


























2
)2(

4
)(

4

v
M

L
vMM

L
L CMbitro


   ทิศพุง่เขา้ไปในกระดาษ 

nipsL



































22

2

4412

1 L
M

L
MML   ทิศพุง่ออกจากกระดาษ 

โมเมนตมัเชิงมุมก่อนชนเท่ากบัหลงัชน   และใหทิ้ศพุง่ออกจากกระดาษเป็นบวก 

4
0

L
vM 

































22

2

4412

1 L
M

L
MML  

  
L

v

5

6
      ค าตอบขอ้ ข. 

เน่ืองจากเวลาในการหมุน 1 รอบ คือ 


2  

ดงันั้น L

L

v

v
vx CMCM 







6

5

5

6

2

2

2




























    ค าตอบขอ้ ค. 

ตัวอย่างที ่5.15  กล่องไถลตามพืน้เอยีง    

กล่องหนกั  50  นิวตนั  ฐานกวา้ง  0.4  เมตร  สูง 0.5 เมตร  ถูกปล่อยใหไ้ถลลงมาตามพื้นเอียงล่ืน  ถา้ออก
แรง N  ดึงผวิกล่องในแนวขนานกบัพื้นเอียง  ดงัรูปต.ย.5.15ก. แรงน้ีมีขนาดมากท่ีสุดก่ีนิวตนัจึงจะท าให้
กล่องไม่ลม้คว  ่าลงมา 
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วธีิท า  เน่ืองจากพื้นเอียงเป็นพื้นล่ืน  มีแต่แรงตั้งฉาก N  ของพื้นเอียงโดยไม่มีแรงเสียดทาน  ในขณะท่ีกล่อง
ก าลงัจะลม้คว  ่านั้นแรง N   จะกระท าท่ีขอบล่างของกล่องดงัรูป ข. 
เราจะท า 3 วธีิ 
วธีิท่ี1    ใช ้CM เป็นจุดอา้งอิง 
 
  เน่ืองจากกล่องไม่มีความเร่งในแนวตั้งฉากกบัพื้นเอียง  ดงันั้น  จะไดว้า่ 
      037cos50 0  N      (1) 

จากสมการ  I   กล่องไถลลงมาโดยไม่มีการหมุนคือความเร่งเชิงมุมเป็นศูนย ์ ดงันั้นทอร์ก(อา้งอิงกบั

CM)  ตอ้งเป็นศูนย ์  คือ 

  0)25.0()2.0(  FN      (2) 

จากสมการ (1) และ (2)  จะได ้ 

F  =   32    นิวตนั  

วธีิท่ี2    ใชข้อบล่างของกล่องตรงท่ีแรง N  กระท าเป็นจุดอา้งอิง  เน่ืองจากจุดน้ีมีความเร่งซ่ึงเท่ากบั

ความเร่งของกล่อง  เราจึงใส่แรงเทียม a
g

W  ทิศช้ีข้ึนตามพื้นเอียง  ท่ี CM ของกล่อง  ทอร์กของทั้งแรงจริง

และแรงเทียม  (อา้งอิงกบัขอบล่าง) เป็นศูนย ์  
 

  37o 

  F  

 รูปต.ย.5.15ก 

(ก) 

  37o 

  F  

  (ข) 

   

  W   N  
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0)2.0(37cos)25.0()25.0(37sin)5.0( 00  Wa
g

W
WF    (3) 

 ดูในแนวพื้นเอียง    

a
g

W
WF  037sin   

W

gWF
a

)6.0( 
        (4) 

แทน 4 ใน 3 และแทน 50W    นิวตนั จะได ้ 32F     นิวตนั 

วธีิท่ี3    ใชจุ้ดตรึงเป็นจุดอา้งอิง  เลือกจุดตรึงบนพื้นเอียงท่ีทบักบัขอบล่าง  จะไดท้  าใหท้อร์กของ N  เป็น

ศูนย ์

โดยทอร์กทั้งหมดเป็น   )2.0(37cos)25.0(37sin)5.0( 00 WWF    ทิศพุง่ออกจากกระดาษ 

 สมมติใหก้ล่องมีความเร็วตน้ u   ดงันั้น ท่ีเวลา t  ใดๆ  tauvCM     ทิศลงตามพื้นเอียง 

ดงันั้น   )()25.0( atu
g

W
L bitro 











    ทิศพุง่ออกจากกระดาษ 

กล่องไม่ไดห้มุนดงันั้น  nipsL


  =  0 

จาก    nipsbitrofixed LLL


   )()25.0( atu
g

W









    ทิศพุง่ออกจากกระดาษ 

 รูปต.ย.5.15ค 

(ก) 

a
g

W
 

  37o 

  F  

   

  W   N  



การหมนุในระนาบ      ภาควิชาฟิสิกส์    คณะวิทยาศาสตร์   มหาวิทยาลยัศิลปากร            81 
 

เน่ืองจากความเร็วตน้ u  คงท่ี  จะได ้ 
td

dL
a

g

W








)25.0(   ทิศพุง่ออกจากกระดาษ 

td

Ld



    ดงันั้น 

)2.0(37cos)25.0(37sin)5.0( 00 WWF   a
g

W








 )25.0(   (5) 

สมการ 5 เป็นสมการเดียวกนักบัสมการ 3  เม่ือแทน a   จากสมการ 4 ลงไปก็จะได ้ 32F   นิวตนั  

ตัวอย่างที ่5.16  โต๊ะมีล้อด้านเดียวไถลบนพืน้ราบฝืด 

โตะ๊มวล M   กวา้ง w   มีจุดศูนยก์ลางมวล (CM) สูงจากพื้น h   ในแนวก่ึงกลางโตะ๊  ขาโตะ๊ดา้นหลงัมี 

ลอ้เบาหมุนไดโ้ดยไม่ฝืด ดา้นหนา้ไม่มีลอ้และมีสัมประสิทธ์ิความเสียดทานกบัพื้น   

ถา้โตะ๊น้ีก าลงัเคล่ือนท่ีดว้ยอตัราเร็วตน้ u  ในแนวระดบัไปทางขวา ดงัรูป ต.ย.5.16ก. 

 

ก) โตะ๊จะเคล่ือนท่ีไปไดเ้ป็นระยะทางเท่าใดจึงจะหยดุ    

ข) จงหาช่วงของค่า   ท่ีโตะ๊สามารถเคล่ือนท่ีไดโ้ดยไม่ลม้คว  ่า   

ค) หากโตะ๊เคล่ือนท่ีกลบักนัโดยมีลอ้อยูด่า้นหนา้  ดว้ยอตัราเร็ว u   เท่าเดิม  ระยะทางท่ีเคล่ือนท่ีไดจ้ะ

เป็น n   เท่าของระยะทางในขอ้ ก) จงหาค่า    ในรูปของ wn,   และ h  

วธีิท า    เม่ือดูโจทยข์อ้น้ีนกัศึกษาควรระลึกถึงเม่ือรถเบรก  ลอ้หนา้จะรับน ้าหนกัมากกวา่ลอ้หลงั 

w  

  

u  

h  

CM 

. 

รูป ต.ย.5.16ก. แผนภาพมองจากดา้นขา้ง 
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ก) ความจริงแลว้โตะ๊มี 2 ลอ้ ขาโตะ๊ท่ีไม่ติดลอ้ก็มี 2 ขา้ง แต่เราเขียนรูปฉายของทั้งโตะ๊และแรงลงบน

กระดาษ ดงัรูป 5.16 ข. ดว้ยเหตุผลท่ีกล่าวมาแลว้ในหวัขอ้ 2.2.2.1 

 

เน่ืองจาก CM ไม่มีความเร่งในแนวด่ิง    gMNN  21   (1) 

โตะ๊เคล่ือนท่ีไปทางขวาและชา้ลงเร่ือยๆ  CM จึงมีความเร่ง a ทิศไปทางซา้ย 

ดงันั้น  aMN 1      (2) 

สมการ (1) และ (2) เป็นสมการเชิงเส้นสองสมการ (ไดม้าจากการพิจารณาการเคล่ือนท่ีแบบเล่ือนท่ี) มี

ตวัไม่รู้ค่า 3  ตวั (สมมติวา่รู้ค่า  )  คือ 21 , NN    และ a     สมการยงัไม่พอ   เราจึงจะพิจารณาการหมุน

บา้ง   เราจะท า 3 วธีิโดยใชจุ้ดอา้งอิง 3 จุดคือ1.  CM  เป็นจุดอา้งอิง  2. จุดซ่ึงติดไปกบัขาโตะ๊ดา้นขวา ณ 

ต าแหน่งท่ีแตะพื้น 3.จุดตรึงบนพื้น ณ ต าแหน่งท่ีติดกบัขาโตะ๊ 

วธีิท่ี1 ใช ้ CM เป็นจุดอา้งอิง 

 hN
w

N
w

NMC 121
22

    ทิศพุง่ออกจากหนา้กระดาษ 

จากสมการ  I   โตะ๊ไถลโดยไม่มีการหมุนคือความเร่งเชิงมุมเป็นศูนย ์ ดงันั้นทอร์ก(อา้งอิงกบัCM)  

ตอ้งเป็นศูนย ์  คือ 

 hN
w

N
w

N 121
22

0      (3) 

gM  

2N  

1N  

1N  

u  

h  

. 

w  
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สมการ (1) (2) และ (3) เป็นสมการเชิงเส้นสามสมการ  มีตวัไม่รู้ค่าสามตวัคือ 21 , NN    และ a     แกส้มการ

หาค่า a   ได ้   
)(2 hw

gw
a






  

วธีิท่ี2 ใชจุ้ดอา้งอิงเป็นจุดท่ีติดไปกบัก่ึงกลางของขาโตะ๊ดา้นขวาทั้งสองขา้ง  ในรูปฉายของ ต.ย.5.16ข. คือ

จุดบนขาโตะ๊ดา้นขวา ณ ต าแหน่งท่ีแตะกบัพื้น   

 เน่ืองจากจุดน้ีมีความเร่ง a   ทิศไปทางซา้ย  เราจึงตอ้งใส่แรงเทียม aM  ทิศไปทางขวาท่ีต าแหน่ง 

CM   เน่ืองจากโตะ๊ไถลโดยไม่มีการหมุน  ดงันั้นทอร์กจริงและทอร์กเทียม  อา้งอิงกบัจุดน้ี ตอ้งเป็นศูนย ์  

คือ 

  haMwN
w

gM  2
2

0     (4) 

 จากสมการ (1) (2) และ (4)    แกส้มการหาค่า a   ไดเ้ป็น  

 
)(2 hw

gw
a






  เท่ากบัวธีิท่ี1 

วธีิท่ี 3  ใชจุ้ดตรึงบนพื้น ณ ต าแหน่งท่ีติดกบัขาโตะ๊เป็นจุดอา้งอิง 

โมเมนตมัเชิงมุมเทียบกบัจุดน้ีคือ nipsbitrofixed LLL


     

โดย htauML bitro )( 


 ทิศพุง่เขา้ไปในกระดาษ และ เน่ืองจากโตะ๊ไม่หมุน ดงันั้น  0nipsL


   

  haMhtauM
td

dw
gMwN  )(

2
2      

ซ่ึงเป็นสมการเดียวกนักบัสมการ(4) ดงันั้นจะได ้ a  เท่ากนักบัวธีิอ่ืน คือ
)(2 hw

gw
a






  

เน่ืองจาก a  เป็นค่าคงท่ี ดงันั้นใชสู้ตร Sauv 222     ไดร้ะยะท่ีเคล่ือนไกลสุด )(
2

1 hw
hgw

u
S 

         ค าตอบขอ้ ก. 

ข)   จากสมการ (4)  
w

h
aM

gM
N 

2
2  

โตะ๊จะยงัไม่ลม้ถา้ 02 N    คือ 0
2


w

h
aM

gM  
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 หรือ      
h

gw
a

2
   

แต่จากขอ้ ก)   
)(2 hw

gw
a






  

ดงันั้น     
h

gw

hw

gw

2)(2


 

   whhwh   2  

หรือ    
h

w

2
        ค าตอบขอ้ ข 

ค)  รูปฉายเป็นดงัรูป ต.ย.5.16ค. 

 

เน่ืองจาก CM ไม่มีความเร่งในแนวด่ิง    gMNN  21   (5) 

โตะ๊เคล่ือนท่ีไปทางซา้ยและชา้ลงเร่ือยๆ  CM จึงมีความเร่ง a ทิศไปทางขวา 

ดงันั้น  aMN 1      (6) 

สมการ (5) และ (6) มีตวัไม่รู้ค่า  3 ตวั สมการยงัไม่พอ  จึงตอ้งพิจารณาการเคล่ือนท่ีแบบหมุนเพิ่มเติม   

เราสามารถเลือกจุดอา้งอิงไดห้ลายจุด  แต่จะเลือกจุดซ่ึงติดไปกบัขาโตะ๊ดา้นขวาตรงท่ีแตะกบัพื้นในรูปฉาย

ของ ต.ย.5.16ค. เป็นจุดอา้งอิง (จุดเดียวกบัวธีิท่ี 2 ในขอ้ ก.) 

gM  

2N  

1N  

1N  

u  

h  

. 

w  
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 เน่ืองจากจุดน้ีมีความเร่ง a   ทิศไปทางขวา  เราจึงตอ้งใส่แรงเทียม aM  ทิศไปทางซา้ยท่ีต าแหน่ง 

CM   เน่ืองจากโตะ๊ไถลโดยไม่มีการหมุน  ดงันั้นทอร์กจริงและทอร์กเทียม  อา้งอิงกบัจุดน้ี ตอ้งเป็นศูนย ์  

คือ 

  haMwN
w

gM  2
2

0     (7) 

 จากสมการ (5) (6) และ (7)  แกส้มการหาค่า a   ไดเ้ป็น  

 
)(2 hw

gw
a






  และจะ ไดร้ะยะท่ีเคล่ือนไกลสุด )(

2

2 hw
hgw

u
S    

จากโจท ย ์ 12 SnS      

ดงันั้น    )(
2

hw
hgw

u
 )(

2

hw
hgw

u
n   

หรือ    
)1(

)1(






nh

nw
       ค าตอบขอ้ ค. 

หมายเหตุ    1N   เม่ือโตะ๊เคล่ือนท่ีไปทางขวาจะมากกวา่ 1N   เม่ือโตะ๊เคล่ือนท่ีไปทางซา้ย   ซ่ึงสอดคลอ้งกบั

เม่ือรถยนตเ์บรกลอ้หนา้จะรับน ้าหนกัมากกวา่ลอ้หลงั     ในขอ้น้ีเน่ืองจากแรงเสียดทานเท่ากบั 1N   ดงันั้น 

แรงเสียดทานในขอ้ ก. จึงมากกวา่ขอ้ ค.    ระยะทางท่ีเคล่ือนท่ีไดใ้นขอ้ ก  จึงนอ้ยกวา่ในขอ้ค.  

ตัวอย่างที ่5.17  การตกของมวลกบัท่อนไม ้  
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ระบบประกอบดว้ยท่อนไมส้ม ่าเสมอมวล M   ยาว  L   เอียงท ามุม  กบัแนวระดบั  ปลายทั้ง 

สองและจุดศูนยก์ลางมวลของท่อนไมผ้กูกบักอ้นมวล m   3 กอ้นดว้ยเชือกเบา  โดยท่ีมวลทั้ง 3 กอ้นเรียงอยู่

ในแนวระดบัเดียวกนั และ mM    ทั้งระบบ(ท่อนไมแ้ละกอ้นมวล)ถูกจบัไวโ้ดยใหเ้ชือกไม่ตึงและไม่

หยอ่น  ดงัรูปท่ี 1 หลงัจากนั้นปล่อยใหร้ะบบตกลงมาอยา่งอิสระ 

a)มวลแต่ละกอ้นมีขนาดความเร่งมากกวา่ เท่ากบั หรือนอ้ยกวา่ g   

 ในค าถามต่อไปน้ี ใหพ้ิจารณาขณะท่ีปลาย A แตะสัมผสัพื้นพอดีโดยไม่กระดอนข้ึน  และ 

พื้นล่ืน  เราจะหาเง่ือนไขท่ีท าใหเ้ชือกทุกเส้นหยอ่น  โดยพิจารณาตามขั้นตอนต่อไปน้ี 

b)ถา้ไม่มีมวลทั้งสามผกูอยู ่ จุด A,B  และ C  จะมีความเร่งในแนวด่ิงเป็นเท่าใด  ตอบในรูปของ g และ   

c)ถา้มีมวลทั้งสามผกูอยู ่จงหาช่วงของมุม  (เป็นตวัเลข) ท่ีท าใหเ้ชือกหยอ่นทั้งสามเส้น  

d)ในกรณีท่ี   มีค่าอยูน่อกช่วงในขอ้ c) จงหาความเร่งของมวลแต่ละกอ้น   

วธีิท า     

a) ตอบไดเ้ลยวา่เท่ากบั g  
b) ขอเนน้ก่อนวา่ จุด A,B  และ  C เป็นจุดท่ีติดไปกบัท่อนไม ้   

ไม่มีแรงในแนวระดบัท าต่อท่อนไม ้ เน่ืองจากพื้นล่ืน  แรงท่ีพื้นท าต่อปลาย A  อยูใ่น 

m  m  m  

  A 

B 

C 

พ้ืนระดบัล่ืน 

รูปท่ี 1 
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แนวด่ิง  แรงโนม้ถ่วงก็อยูใ่นแนวด่ิง  ความเร่งของจุดศูนยก์ลางมวล(จุด B)จึงอยูใ่นแนวด่ิง   หรือก็คือจุด B 

จะเคล่ือนท่ีลงมาในแนวเดิม  ปลาย A  จะไถลไปบนพื้นโดยมีความเร่งในแนวราบ  ส่วนความเร่งในแนวด่ิง

เป็นศูนย ์   เรามองไดว้า่คานหมุนดว้ยความเร่งเชิงมุม    

เน่ืองจากปลาย A  ไถลไปตามพื้น เราหาความเร่งในแนวด่ิงของจุด B และ C  ในพจน์ของ    ได ้

ดงัต่อไปน้ี 

สร้างแกน yx   ดงัรูปท่ี 2 

 

จากรูป  sin
2

L
yB      หาอนุพนัธ์เทียบกบัเวลาจะได ้  cos

2


L
yB   

หาอนุพนัธ์เทียบกบัเวลาอีกคร้ัง    sin(cos
2

2  
L

yB  

ขณะท่ีปลาย A กระทบพื้นนั้น   0   แต่ 0   เพราะเดิมท่อนไมไ้ม่ไดห้มุนแต่ก าลงัเร่ิมหมุน(อยา่ลืม

วา่เราดูในขณะท่ีปลาย A ก าลงัสัมผสัพื้นพอดี) 

 ดงันั้น  cos
2


L

yB     (1) 

ท านองเดียวกนั  cos LyC     (2) 

 ถา้เราหาความเร่งเชิงมุม    ได ้ ก็จะหา By    และ Cy   ได ้ การหา   เราจะหาโดยใชจุ้ดอา้งอิง

ต่างกนั 3 จุด คือ 1. CM(จุดB)   2. จุด A  3.จุด C  

Mg  

N  

O  

y  

  A 

B 

C 

รูปท่ี 2 

x  
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1.ใช ้CM (ติดไปกบัวตัถุ)เป็นจุดอา้งอิง   

 จากภาคผนวก ง. เม่ือเราก าหนด      เป็นดงัรูปท่ี 1 (หรือ2) ถา้ใหมุ้ม  เพิ่มมากข้ึนการหมุนเป็นการ

หมุนทวนเขม็นาฬิกา  ทิศท่ีเป็นบวกจึงพุง่ออกจากกระดาษ  ทอร์กท่ีมีทิศพุง่ออกจากกระดาษก็เป็นบวก  

ทอร์กท่ีมีทิศพุง่เขา้ไปในกระดาษก็เป็นลบ 

เม่ือใช ้CM  เป็นจุดอา้งอิง  ทอร์กของแรงโนม้ถ่วงเป็นศูนย ์มีแต่ทอร์กของ N  ขนาด 







cos

2

L
N    

ทิศพุง่เขา้ไปในกระดาษ    ดงันั้น 

  2

12

1
cos

2
MLI

L
N CM 








    (3) 

ดูแบบเล่ือนท่ีบา้ง  ดูในแนวด่ิง (ดูเพิ่มเติมในภาคผนวก ง.) 

  ByCM yMaMgMN  ,  

แทน By    ในสมการ (1) ลงไป  จะได ้

  







  cos

2


L
MyMgMN B    (4) 

จาก (3)  และ  (4)  จะได ้
)cos31(

cos6
2 







L

g     (5) 

คือขนาดเป็น 
)cos31(

cos6
2 



L

g     ทิศพุง่เขา้ไปในกระดาษ    

2.ใชจุ้ด A (ติดไปกบัวตัถุ)เป็นจุดอา้งอิง   

เน่ืองจากจุด A มีความเร่งในแนวแกน x โดยไม่มีความเร่งในแนวแกน y   เราจึงใส่แรงเทียม ใส่ 
แรงเทียม AxM     ท่ี CM  ดงัรูป    (พึงสังเกต  ความเร่งของปลาย A จริงๆแลว้ไปทางซา้ย  แต่เราเขียนใน

รูปทัว่ไปคือ Ax  ซ่ึงทิศท่ีเป็นบวกทางขวา  ดงันั้นเม่ือใส่แรงเทียมท่ี CM จึงมีทิศไปทางซา้ย ดงัในรูป) 
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ความเร่งของจุด A  ในแนวแกน x หาไดจ้ากวา่  จุด B  อยูใ่นแนวของแกน y  ตลออดเวลา  ดงันั้น พิกดั 

x   ของจุด A คือ Ax จึงเป็น 







 cos

2

L
xA   หาอนุพนัธ์เทียบกบัเวลาได ้  sin

2


L
xA     หา

อนุพนัธ์เทียบกบัเวลาอีกคร้ัง จะได ้   cossin
2

2 
L

xA  

แต่ขณะท่ีท่อนไมส้ัมผสัพื้นพอดีนั้น 0    ดงันั้น   sin
2


L

xA   

 ทอร์กเทียมท่ีอา้งอิงกบัจุด Aจึงมีขนาด 







 sin

2
sin

2

LL
M    ทิศพุง่ออกจากกระดาษ 

ทอร์กของ gM   มีขนาดเป็น 







cos

2

L
Mg   ทิศพุง่เขา้ไปในกระดาษ 

  2

3

1
cos

2
sin

2
sin

2
LMI

L
gM

LL
M A 








  

จะได ้
)cos31(

cos6

)sin34(

cos6
22 














L

g

L

g  เช่นเดียวกบัสมการ(5) 

3.ใชจุ้ด C (ติดไปกบัวตัถุ)เป็นจุดอา้งอิง   

จุด C มีความเร่งทั้งในแนวแกน x และแนวแกน y   เราจึงใส่แรงเทียม ใส่ 
แรงเทียม CxM    และ CyM   ท่ี CM  ดงัรูป     

 

AxM   

Mg  

N  

O  

y  

  A 

B 

C 

 

x  
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ความเร่งของจุด C  ในแนวแกน x หาไดจ้ากวา่ 







 cos

2

L
xC   หาอนุพนัธ์เทียบกบัเวลาได ้ 

 sin
2


L
xA   หาอนุพนัธ์เทียบกบัเวลาอีกคร้ัง จะได ้   cossin

2

2 
L

xC  

แต่ 0    ดงันั้น   sin
2


L

xC   

จากสมการ(2)ความเร่งของจุด C  ในแนวแกน y คือ BC yLy  2cos    

 ทอร์กเทียมท่ีอา้งอิงกบัจุด C  มีขนาด sin
2

L
xM C
   ทิศพุง่เขา้ไปในกระดาษ   และ 

cos
2

L
yM C
  ทิศพุง่ออกจากกระดาษ 

    2

3

1
cossin

2
cos

2
LMINL

L
xM

L
yMMg CCC 








  

แทน BC yy  2   และ ByMMgN   

      2

3

1
cossin

2
cos

2
2 LMLyMMg

L
xM

L
yMMg BCB 








  

   2

3

1
sin

2
cos

2
LM

L
xM

L
Mg C 








  

แทน  sin
2


L

xC    ;    22
2

3

1
sin

4
cos

2
L

LL
g 








  

CxM   

)( CygM   

N  

O  

y  

  A 

B 

C 

 

x  
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จะได ้
)cos31(

cos6

)sin34(

cos6
22 














L

g

L

g  เช่นเดียวกนั 

หมายเหตุ  นกัศึกษาควรยดึการใช ้CM เป็นจุดอา้งอิง(วธีิท่ี 1) เป็นหลกั  เพราะเป็นวธีิท่ีมีโอกาสผดิพลาด

นอ้ย   

    เม่ือรู้    แลว้  ต่อไปจะหาความเร่งในแนวด่ิงของจุด A,B และ   C 

 เน่ืองจากปลายซา้ยของท่อนไมไ้ถลไปตามพื้น  ดงันั้นความเร่งในแนวด่ิงของจุด A  เป็นศูนย ์

ความเร่งในแนวด่ิงของจุด B  คือ  cos
2


L

yB 
)cos31(

cos3
2

2








g   

คือขนาดเป็น  
)cos31(

cos3
2

2







g   ทิศพุง่ลง 

จากสมการ(2) ความเร่งในแนวด่ิงของจุด C  คือ    cos LyC   
)cos31(

cos6
2

2








g    

คือขนาดเป็น  
)cos31(

cos6
2

2







g      ทิศพุง่ลง 

c) จุด C  มีความเร่งมากท่ีสุด  ดงันั้นเชือกทุกเส้นจะหยอ่น  ถา้ g
g


 )cos31(

cos6
2

2



  

หรือ 
3

1
cos       คือ 01 7.54

3

1
cos    

d) กรณี   > 54.70  เชือกเส้นแรกหยอ่น  เส้นกลางก็หยอ่นเพราะ g
g


 )cos31(

cos3
2

2



   มีแต่เส้นขวา

สุดท่ีผกูกบัจุด C จะตึง   ดงัรูปท่ี 3  



การหมนุในระนาบ      ภาควิชาฟิสิกส์    คณะวิทยาศาสตร์   มหาวิทยาลยัศิลปากร            92 
 

 

เม่ือพิจารณาการหมุนของท่อนไม ้ เราจะเลือก CM (จุดB)  เป็นจุดอา้งอิง 

ทอร์กของแรงโนม้ถ่วงเป็นศูนย ์  ทอร์กของ N  ขนาด 







cos

2

L
N    ทิศพุง่เขา้ไปในกระดาษ    

ทอร์กของแรงตึงเชือกขนาด 







cos

2

L
T ทิศพุง่ออกจากกระดาษ  ดงันั้น 

  2

12

1
cos

2
cos

2
MLI

L
T

L
N CM 

















    (7) 

ดูท่อนไมแ้บบเล่ือนท่ีบา้ง  ดูในแนวด่ิง 

  ByCM yMaMgMTN  ,  

แทน By    ในสมการ (1) ลงไป  จะได ้

  







  cos

2


L
MyMgMTN B    (8) 

ดูมวลกอ้นท่ีสามบา้ง เน่ืองจากเชือกตึง  ความเร่งในแนวด่ิงของมวลกอ้นท่ีสามเท่ากบัของจุด C  จะได ้

 CymgmT      แทน   cos LyC    จากสมการ (2) ลงไป ได ้

   cosLmgmT        (9) 

จากสมการ(7) (8) และ(9)  จะได ้

T  

T  

m  

  A 

C 

รูปท่ี 3 
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22 cos12cos31

cos21
6

M

m

M

m

L

g  

แทนในสมการ(2) ได ้

 



























22

2

cos12cos31

cos21

6

M

m

M

m

g  

นัน่คือความเร่งของมวลกอ้นขวามือสุดมีขนาดเป็น 
























22

2

cos12cos31

cos21

6

M

m

M

m

g      ทิศช้ีลง 

ส่วนความเร่งของมวลอีกสองกอ้นขนาดเป็น g    ทิศช้ีลง 

มองย้อนดูกว้างๆก่อนจะสรุป 

 มีปัญหาบางประเภท  ตวัอยา่งเช่นทรงกระบอกสม ่าเสมอกล้ิงลงมาจากพื้นเอียง  เม่ือถึงพื้นราบ

ความเร็วเป็นเท่าใด  ปัญหาแบบน้ีไม่สามารถท่ีจะแกไ้ดโ้ดยใชเ้ฉพาะกฎการเคล่ือนท่ีแบบเล่ือนท่ี   ดงันั้นจึง

ตอ้งขยบัขยายกฎการเคล่ือนท่ีแบบเล่ือนท่ีโดยใชเ้วกเตอร์และแคลคูลสัเขา้ช่วย   เพื่อใหไ้ดค้วามสัมพนัธ์ท่ี

น ามาใชป้ระโยชน์ได ้ ตวัอยา่งเช่นเราไดว้า่ 
td

Ld



   เป็นตน้  

ในการใชเ้วกเตอร์นั้นเราใชอ้งคป์ระกอบของเวกเตอร์  การแตกเวกเตอร์  การแตกเวกเตอร์ใช้

ร่วมกบัพิกดัฉาก  และพีชคณิตของเวกเตอร์(1.การคูณเวกเตอร์ดว้ยสเกลาร์ 2.การบวกเวกเตอร์ 3.dot product 

4.cross product)   ส่วนการใชแ้คลคูลสันั้นก็เป็นแค่แบบง่ายๆ  แต่มกัจะตอ้งดูความหมายของมนั 

ตวัอยา่งเช่นหาอนุพนัธ์ของเวกเตอร์ต าแหน่งจะไดค้วามเร็ว  หาอนุพนัธ์ของความเร็วไดค้วามเร่ง  การ

อินทิเกรตในความหมายของการรวมส่วนยอ่ย  เป็นตน้  ในเชิงเทคนิคนั้นการหาอนุพนัธ์มกัไม่เป็นปัญหา

เพราะมนัง่าย  ส่วนเทคนิคของการอินทิเกรตนั้นเราใชเ้พียงเทคนิคง่ายๆเป็นเพียงเส้ียวเดียวของท่ีนกัศึกษาได้

เรียนในคณิตศาสตร์   จริงหรือไม่จริง  นกัศึกษาลองยอ้นไปพิจารณาเอกสารน้ีทีละหนา้ๆ  เม่ือไปเป็นครูจะมี

ขอ้จ ากดัเร่ืองเวลาในการสอนจะไดป้รับการสอนให้ตรงประเด็นข้ึน   
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สรุป 

1.กฎการเคล่ือนทีข้่อทีส่องแบบหมุน 

เร่ิมจากการนิยามทอร์กท่ีกระท าต่ออนุภาค   Fr


       

และนิยามต่อวา่ทอร์กของแรงภายนอกระบบท่ีกระท าต่อระบบอนุภาคคือผลรวมของทอร์กของแรง

ภายนอกระบบท่ีกระท าต่ออนุภาคแต่ละตวั คือ 



N

extFr
1




    

นิยามโมเมนตมัเชิงมุมของอนุภาค PrL


    โมเมนตมัเม่ือ vmP


    คือโมเมนตมัเชิงเส้น   

และนิยามต่อวา่โมเมนตมัเชิงมุมของระบบอนุภาคคือผลรวมของโมเมนตมัเชิงมุมของอนุภาคแต่ละ

ตวั คือ  



N

PrL
1




  

เม่ือใชพ้ีชคณิตของเวกเตอร์ผสมกบัแคลคูลสั  และใชก้ฎการเคล่ือนท่ีขอ้ท่ีสองแบบเล่ือนท่ีดว้ย  จะ

ไดค้วามสัมพนัธ์วา่   ส าหรับจุดอา้งอิง  Q   ใดๆ จะมีความเร่งหรือไม่ก็ได ้

 QQL
td

d



 )()( QQCM rMrr 
     (ส.1)** 

คืออตัราการเปล่ียนแปลงโมเมนตมัเชิงมุม เท่ากบัทอร์กจริง Q
  บวกทอร์ก

เทียม )()( QQCM rMrr 
  

 โดยทัว่ไปแลว้นิยมเลือกจุดอา้งอิงท่ีท าใหท้อร์กเทียมเป็นศูนย ์ คือ 

  
td

Ld



      (ส.2)** 

สมการน้ีมีเง่ือนไขคือ จุดอา้งอิงท่ีใชค้  านวณทอร์กและโมเมนตมัเชิงมุม(เป็นจุดเดียวกนั) จะตอ้ง 1.

ไม่มีความเร่ง   หรือ  2.มีความเร่งก็ไดถ้า้เป็นจุดศูนยก์ลางมวลของระบบอนุภาค   หรือ 3.ไม่ใช่จุดศูนยก์ลาง

มวลก็ไดถ้า้มีความเร่งพุง่เขา้หรือออกผา่นจุดศูนยก์ลางมวลของระบบอนุภาค 

สมการ(ส2) ใชไ้ดท้ั้งกบัวตัถุแขง็เกร็ง  ทั้งกบัระบบอนุภาค  อยา่งไรก็ตามสมการ(ส.2)ไม่เหมาะนกั

ส าหรับวตัถุแขง็เกร็งจึงตอ้งหาสมการท่ีเหมาะๆส าหรับวตัถุแขง็เกร็ง   
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เม่ือวตัถุแขง็เกร็งหมุนรอบแกนๆหน่ึงดว้ยความเร็วเชิงมุม   อาจมองไดว้า่วตัถุน้ีหมุนรอบแกน

อ่ืนๆอีกนบัไม่ถว้นท่ีติดไปกบัวตัถุและขนานกบัแกนเดิม โดยหมุนดว้ยความเร็วเชิงมุม   เดียวกนั  ถา้เรา

ก าหนดจุดๆหน่ึงบนวตัถุแขง็เกร็ง(อยูต่รงไหนก็ได)้และใหจุ้ดน้ีเป็นจุดก าเนิดของเวกเตอร์ต าแหน่ง  จุดอ่ืนๆ

บนวตัถุแขง็เกร็งซ่ึงมีเวกเตอร์ต าแหน่งเป็น r จะมีความเร็วอา้งอิงกบัจุดก าเนิดเป็น rv


   ดงันั้นมวล

เล็กๆ md ท่ีมีเวกเตอร์ต าแหน่ง r   จึงมีโมเมนตมัเชิงมุมอา้งอิงกบัจุดก าเนิดเป็น 

mdrrmdvr )()(


     เม่ือรวม(ดว้ยการอินทิเกรต)ใหท้ัว่ทั้งกอ้นวตัถุก็จะไดโ้มเมนตมัเชิงมุมของ

วตัถุอา้งอิงกบัจุดก าเนิด  องคป์ระกอบ x y,   และ z ของโมเมนตมัเชิงมุมเราจะจ าไดง่้ายถา้จ าในรูปของ

เมตริกซ์ดงัน้ี 

















z

y

x

L

L

L

 =  
































z

y

x

zzzyzx

yzyyyx

xzxyxx

III

III

III







     (ส.3) 

โดย   dmzyI xx )( 22 ,    dmzxI yy )( 22 ,   dmyxI zz )( 22  พจน์ทั้งสามน้ี

เรียกวา่ moments of inertia   และอีกหกพจน์คือ     dmyxII yxxy     ,    dmxzII zxzx    ,  

และ   dmyzII zyzy       เรียกวา่ products  of inertia  

พึงระลึกวา่โมเมนตมัเชิงมุมในสมการ (ส3) น้ีอา้งอิงกบัจุดก าเนิดซ่ึงติดไปกบัวตัถุ  

ในกรณีการหมุนในระนาบทิศของความเร็วเชิงมุมอยูใ่นแนวเดิมตลอด  ถา้เราใหทิ้ศน้ีอยูใ่น

แนวแกน z   จะไม่มีองคป์ระกอบของความเร็วเชิงมุมในแนว x และ y   สมการ (ส.3) จะเป็น 
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x

L

L

L

 =  


































0

0

zzzyzx

yzyyyx

xzxyxx

III

III

III

     (ส.4)** 

หรือก็คือ   kIjIiIL zzyzxz
ˆˆˆ  


  

ทิศของโมเมนตมัเชิงมุมกบัทิศของความเร็วเชิงมุมอาจเป็นคนละทิศ  ขนาดของโมเมนตมัเชิงมุม

อาจไม่เท่ากบั I  แต่องคป์ระกอบของโมเมนตมัเชิงมุมในแนวของความเร็วเชิงมุม  จะเท่ากบั  I เสมอ

 ถา้เราใหจุ้ดก าเนิดของพิกดั zyx ในสมการ(ส.4) เป็นดงัน้ี คือ 1.ไม่มีความเร่ง   หรือ  2.มีความเร่งก็
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ไดถ้า้เป็นจุดศูนยก์ลางมวลของวตัถุ  หรือ 3.ไม่ใช่จุดศูนยก์ลางมวลก็ไดถ้า้มีความเร่งพุง่เขา้หรือออกผา่นจุด

ศูนยก์ลางมวลของวตัถุ เราก็สามารถใชค้วามสัมพนัธ์ 
td

Ld



   ได ้ ซ่ึงเม่ือดูในแต่ละองคป์ระกอบ จะไดว้า่   






















zzz

xzyzy

yzxzx

I

II

II

2

2

      

 แต่ส าหรับปัญหาอยา่งง่ายในระดบัมธัยมหรือฟิสิกส์ทัว่ไป 1 ของมหาวทิยาลยั  ปัญหาจะเป็นปัญหา

ท่ีใชเ้พียงแค่สมการสุดทา้ย   zzz I ก็ไดค้  าตอบแลว้  เรานิยมเขียนสมการน้ีสั้นๆเป็น  

    I       (ส.5)** 

สมการน้ีถือเป็นสมการหลกัท่ีใชแ้กปั้ญหาการหมุนในระดบัมธัยมและฟิสิกส์ทัว่ไป1   บางคร้ัง

เรียกวา่กฎการเคล่ือนท่ีขอ้ท่ีสองแบบหมุนในระนาบ  มนัใชไ้ดเ้ฉพาะการหมุนในระนาบท่ีจุดใดๆบนวตัถุจะ

เคล่ือนท่ีในระนาบหน่ึง(หรือทิศของความเร็วเชิงมุมอยูใ่นแนวเดิมตลอด)  แกนอา้งอิงท่ีใชค้  านวณโมเมนต์

ความเฉ่ือย I  เป็นแกนท่ีอยูใ่นแนวของความเร็วเชิงมุมและผา่นจุดอา้งอิง  โดยจุดอา้งอิงจะตอ้งเป็นจุดท่ีติด

ไปกบัวตัถุ และ1.ไม่มีความเร่ง   หรือ  2.มีความเร่งก็ไดถ้า้เป็นจุดศูนยก์ลางมวลของวตัถุ  หรือ 3.ไม่ใช่จุด

ศูนยก์ลางมวลก็ไดถ้า้มีความเร่งพุง่เขา้หรือออกผา่นจุดศูนยก์ลางมวลของวตัถุ 

ทอร์ก  ในสมการ (ส5) นั้น เป็นองคป์ระกอบของทอร์กในแนวความเร็วเชิงมุม(แนวแกน z )     

ซ่ึงเป็นการเหมาะมากท่ีเราจะฉาย (project) ทั้งวตัถุทั้งแรงลงบนระนาบของกระดาษเพื่อใชใ้นการค านวณ

ทอร์ก 

แทนท่ีจะใชจุ้ดอา้งอิงท่ีติดไปกบัวตัถุ  เราอาจใชจุ้ดอา้งอิงตรึงตรึงก็ได ้ โมเมนตมัเชิงมุมเม่ืออา้งอิง

กบัจุดอา้งอิงตรึง คือ 

nipsbitrofixed LLL


      (ส6) 

 เม่ือใชจุ้ดอา้งอิงตรึง  เราก็ใชส้มการ    
td

Ld



    ไดโ้ดยตรง 

2 งาน-พลงังาน 

ไม่วา่วตัถุจะหมุนรอบแกนตรึงหรือไม่ก็ตาม    พลงังานจลน์ของมนัเขียนไดเ้ป็น   
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22

2

1

2

1
CMCMk IvME        (ส7)** 

ถา้วตัถุหมุนรอบแกนตรึง(หรือแกนท่ีอยูน่ิ่งชัว่ขณะ)    พลงังานจลน์ของมนัเขียนไดเ้ป็น   

2

2

1
IEk          (ส8)** 

ส าหรับการหมุนรอบแกนตรึง  จะไดว้า่ 


f

i

dW   kif EII  22

2

1

2

1
     (ส9)** 

ส าหรับการหมุนรอบแกนไม่ตรึง  จะไดว้า่ 

  k

rot

CM

trans

CM EWW         (ส10) 

 

3.การดลเชิงมุม-โมเมนตัมเชิงมุม 

 ส าหรับจุดอา้งอิงตรึง  หรือจุดอา้งอิงท่ีเป็นจุดศูนยก์ลางมวล  จาก  การดลเชิงมุม  = โมเมนตมั

เชิงมุมท่ีเปล่ียนไป ถา้ดูในแนวของความเร็วเชิงมุม  จะไดว้า่   

   z

f

i

z Ltd        (ส11)** 

ถา้ 
z  เป็นศูนย ์  จะไดโ้มเมนตมัเชิงมุมในแนว z  คงท่ี   หรือก็คือ I คงท่ี นัน่เอง 

ภาคผนวก ก. 

ความสัมพนัธ์ระหว่างอตัราการเปลีย่นแปลงของเวกเตอร์สังเกตโดยผู้สังเกตทีอ่ยู่น่ิงและผู้สังเกตทีห่มุน 

 ใหพ้ิกดั  zyx  เป็นพิกดัท่ีหมุนดว้ยความเร็วเชิงมุม 

 เทียบกบัพกิดั XYZ  ท่ีอยูน่ิ่ง  ดงัรูป ก.1 
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 โดย KJI ˆ,ˆ,ˆ      เป็นเวกเตอร์หน่วยของพิกดั XYZ   และ kji ˆ,ˆ,ˆ  เป็นเวกเตอร์หน่วยของพิกดั zyx  

 ให ้ A

 เป็นเวกเตอร์ใดๆ   

เราสามารถเขียนเวกเตอร์ A

    ในองคป์ระกอบของพิกดั XYZ   หรือ zyx   ก็ไดไ้ดเ้ป็น 

  kAjAiAKAJAIAA zyxZYX
ˆˆˆˆˆˆ 


 

เม่ือ YX AA ,  และ ZA เป็นองคป์ระกอบของ A

  ในแนว JI ˆ,ˆ   และ K̂     ตามล าดบั 

(นกัศึกษาสังเกตวา่ตวัห้อย YX ,  และZ     นั้น เขียนดว้ยตวัใหญ่  ) 

และ yx AA ,  และ zA เป็นองคป์ระกอบของ A

  ในแนว ji ˆ,ˆ   และ k̂     ตามล าดบั 

(นกัศึกษาสังเกตวา่ตวัห้อย yx,  และ z     นั้น เขียนดว้ยตวัเล็ก  ) 

 อนุพนัธ์เทียบกบัเวลาของ A

  เขียนไดเ้ป็น 

 A
  KAJAIA ZYX

ˆˆˆ          (ก.1) 

หรือ kAjAiAA zyx
ˆˆˆ 

   +  kAjAiA zyx

 ˆˆˆ       (ก.2) 

 ทั้งน้ีเพราะเวกเตอร์หน่วย JI ˆ,ˆ   และ K̂   คงท่ี  แต่ ji ˆ,ˆ   และ k̂     ไม่คงท่ี เพราะแมข้นาดยงัคง

เท่ากบัหน่ึงหน่วยแต่ทิศทางเปล่ียน  จึงไม่ใช่เวกเตอร์เดิม 

k̂  
ĵ  

î  x  

y  
z  




 

X  
Y  

Z  

A


 

รูป ก.1 
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 ทั้งสมการ(ก.1) และ(ก.2) เป็นอตัราการเปล่ียนแปลงของ  A

 สังเกตโดยผูส้ังเกตท่ีอยูน่ิ่ง(กรอบ

อา้งอิงเฉ่ือย)  เราจะเขียนใหช้ดัเจนวา่  fixedA
   แต่สมการท่ีเราสนใจคือสมการ(ก.2) ซ่ึงจะเขียนใหม่เป็น 

  fixedA


kAjAiA zyx
ˆˆˆ     +  kAjAiA zyx

 ˆˆˆ      (ก.3) 

 ทางขวามือของเคร่ืองหมายเท่ากบันั้นแบ่งไดเ้ป็น 2 กลุ่ม คือ kAjAiA zyx
ˆˆˆ      และ 

kAjAiA zyx

 ˆˆˆ      เราจะดูความหมายของกลุ่มแรกก่อน 

 kAjAiA zyx
ˆˆˆ      ซ่ึงเป็นอตัราการเปล่ียนแปลงของ A


  เม่ือถือวา่เวกเตอร์หน่วย kji ˆ,ˆ,ˆ   คงท่ี  

เราอาจมองความหมายได ้2 อยา่ง  อยา่งแรกเป็นอตัราการเปล่ียนแปลงของ A

 สังเกตโดยผูส้ังเกตท่ีติดไป

กบัพิกดั zyx   ซ่ึงจะเห็น kji ˆ,ˆ,ˆ   คงท่ี (มกัเรียกวา่อตัราการเปล่ียนแปลงสังเกตโดยผูส้ังเกตท่ีหมุน อยา่งไร

ก็ตามในกรณีอตัราการเปล่ียนแปลงของความเร็วเชิงมุม  การเรียกเช่นน้ีอาจมีปัญหา  นกัศึกษาอ่านเพิ่มเติม

ไดใ้น Lecture Notes on Classical Mechanics for Physics 106ab ในเวบ็ astro.caltech.edu  เขียนโดย Sunil 

Golwala )  อยา่งท่ีสองอาจมองวา่เป็นอตัราการเปล่ียนแปลงของขนาดของ A

 เม่ือถือวา่ ji ˆ,ˆ   และ k̂   คงท่ี     

เราจะเขียน  kAjAiA zyx
ˆˆˆ     วา่  rotA



   คือ 

   rotA
    =  kAjAiA zyx

ˆˆˆ         (ก.4) 

 

{อ.ในภาค    ปกติแลว้หนงัสือต่างๆมกัมองกนัวา่มนัคืออตัราการเปล่ียนแปลงของ A

 สังเกตโดยผูส้ังเกตท่ี

หมุน   แต่มนัมีปัญหาตรงท่ีถา้ A

 คือความเร็วเชิงมุม 


  แลว้  ผูส้ังเกตท่ีหมุนไม่น่าจะสังเกตเห็น 


   

เม่ือก่อนผมก็ไม่ไดฉุ้กคิด  ก็วา่ตามหนงัสือท่ีเคยอ่าน  แต่ขณะท่ีเขียนเอกสารน้ีจวนจะเสร็จก็ไดอ่้าน Lecture 

Notes on Classical Mechanics for Physics 106ab ในเวบ็ astro.caltech.edu  เขียนโดย Sunil Golwala (อ่าน

นิดเดียว ไม่ใช่ทั้งเล่ม) เขาวจิารณ์สมการ        rotrotfixe 


  วา่บอกวา่มนัเป็นเร่ืองตลก

มากท่ีหนงัสือบอกวา่ ผูส้ังเกตท่ีหมุนสังเกตเห็น 

  เหมือนกบัผูส้ังเกตท่ีอยูน่ิ่ง   นึกๆดูซ่ึงมนัก็จริงของเขา  

อยา่งไรกต็ามผมอ่านคณิตศาสตร์ท่ีเขาใชไ้ม่เขา้ใจ   

 ผมวา่จะแปลความหมายอยา่งไรก็แลว้แต่  ท่ีแน่ๆคือ kAjAiA zyx
ˆˆˆ    คืออตัราการ

เปล่ียนแปลงเม่ือถือวา่ kji ˆ,ˆ,ˆ   คงท่ี   
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 ถา้ A

 เป็นเวกเตอร์อ่ืนท่ีไม่ใช่ 


 การมองวา่ kAjAiA zyx

ˆˆˆ    เป็นอตัราการเปล่ียนแปลงท่ี

สังเกตโดยผูส้ังเกตท่ีหมุน  จะไม่มีปัญหาเร่ืองความหมาย  แต่ถา้ A

 เป็น 


  แลว้มนัชกัจะยุง่   ผมจึงใส่

ความหมายท่ีสองคืออตัราการเปล่ียนแปลงของขนาดของ A

  เขา้ไปดว้ย  ซ่ึงความหมายน้ีก็เอามาจากคนอ่ืน

นัน่แหละ  แต่จ าไม่ไดว้า่เป็นใคร   ถา้ดูจากความหมายน้ีแลว้ผมคิดวา่    rotfixe 
  

น่าจะไม่มีปัญหา 

 หลงัจากท่ีไดฟั้งความเห็นของ Sunil Golwala  ท าใหผ้มกลบัมาทบทวนการใชค้  าวา่ “ผูส้ังเกต”   

“สัมพทัธ์กบั”   “อา้งอิงกบั”   ท่ีเม่ือก่อนผมอาจใชส้ลบักนัไปมาโดยไม่ไดคิ้ดอะไรมาก   ค  าวา่  “ผูส้ังเกต”   

น่าจะใชก้บัการท่ีสามารถวดัได ้ ตวัอยา่งเช่นนายด านัง่บนเกา้อ้ีในรถไฟ  ส่วนนายแดงก าลงัเดินบนรถไฟ  

นายด า “สังเกต” เห็นนายแดงมีความเร็ว 1 เมตร/วนิาที   คือถา้ให้ตลบัเมตร  นาฬิกาจบัเวลา  แก่นายด า  เขา

วดัการกระจดัของนายแดงได ้ ค  านวณความเร็วไดจ้ริงๆ      

คราวน้ีลองจินตนาการให้นายด าและนายแดงตวัเล็กๆ   ทั้งคู่อยูน่ิ่งบนเขม็วนิาทีของนาฬิกา  แต่อยู่

ต  าแหน่งท่ีต่างกนั   เราซ่ึงอยูน่ิ่งนอกเขม็นาฬิกา  รู้วา่ความเร็วของคนทั้งสองไม่เท่ากนั  แต่นายด าไม่สามารถ

วดัความเร็วของนายแดงได ้ เขาบอกวา่นายแดงก็อยูน่ิ่งเหมือนเขานั้นแหละ  (ถา้วดัไดเ้ราซ่ึงอยูเ่ชิงเขาก็คงวดั

ความเร็วของยอดเขาได ้ เพราะโลกหมุน  คนท่ีอยูน่ิ่งนอกโลกเห็นความเร็วของยอดเขามากกวา่ของเชิงเขา) 

ดงันั้นในกรณีน้ีไม่ควรใชค้  าวา่  “สังเกต”   แต่ควรใชค้  าวา่ “สัมพทัธ์กบั”  หรือ “อา้งอิงกบั”    

 แต่ผมไม่ทบทวนก่อนส่งให ้อ.ดุจดาวตรวจทาน  เพราะถา้แกค้  าพูดไปแลว้มนัก็งั้นๆแหละ  ไม่เห็น

ความส าคญัของมนั   ถา้เล่าใหฟั้งเหมือนเล่านิทานผมวา่มนัท าใหส้นุกข้ึน  แต่ไดแ้กก้ารใชค้  าพูดหลงัจากส่ง

ใหอ้าจารยดุ์จดาวแลว้ 

 อีกอยา่งคืออยากจะบอกวา่มีหลายคร้ังท่ีเรามองจากมุมเดียว  ไม่เห็นมุมอ่ืน  ถา้มีคนสะกิดเราสัก

หน่อย  เราก็จะไดคิ้ด  } 

 คราวน้ีมาดูความหมายของกลุ่มท่ีสองคือ kAjAiA zyx

 ˆˆˆ     กนับา้ง  จะเห็นวา่มนัคืออตัราการ

เปล่ียนแปลงท่ีมาจากการหมุนของแกน zyx    

 เราจะหา î  ซ่ึงคือ อตัราการเปล่ียนแปลงของเวกเตอร์ î  สังเกตโดยผูส้ังเกตท่ีอยูน่ิ่ง  กนัก่อน    
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 จากรูป  ก.2  จากเดิมท่ีเวลา t เม่ือเวลาเพิ่มข้ึนเล็กนอ้ย dt  เวกเตอร์หน่วย î  จะเปล่ียนไปเล็กนอ้ย 

คือ idˆ ในรูป      พิจารณาดูจะเห็นวา่ 

ขนาดของ idˆ  = (รัศมีการกวาดรอบแกนหมุน) คูณ (ความเร็วเชิงมุม) คูณ (เวลาท่ีเปล่ียนไป) 

ถา้ให ้  เป็นมุมระหวา่ง 

  กบั î   จะได ้

 ขนาดของ idˆ  =     dti 


sinˆ    =  dtî


 

และเม่ือพิจารณาดูจากรูปก.2 นกัศึกษาจะเห็นวา่ทิศของ idˆ  อยูใ่นทิศของ î


 

นัน่คือ  dtiid ˆˆ 


 

หรือ   ii
dt

id ˆˆ
ˆ


        (ก.5a) 

 ท านองเดียวกนั  จะได ้ jj ˆˆ 
       (ก.5b) 

และ  kk ˆˆ 
        (ก.5c) 

จากสมการ ก.5 a,b และ c  ดงันั้น  

kAjAiA zyx

 ˆˆˆ     =   )ˆˆˆ(ˆˆˆ kAjAiAkAjAiA zyxzyx 


 

หรือ kAjAiA zyx

 ˆˆˆ    =  A


        (ก.6) 

จากสมการ ก.4 และ ก.6 สมการ ก.3 จะกลายเป็น  

  

î ท่ีเวลา t  

x  




 

î ท่ีเวลา dtt    

idˆ  

รูป ก.2 
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     AAA rotfixed


        (ก.7)** 

 สมการ ก.7 เป็นสมการท่ีเราจะน าไปใช ้ สมการน้ีบอกวา่ อัตราการเปลี่ยนแปลงของเวกเตอร์ A


  

ใดๆ  สังเกตโดยผู้สังเกตท่ีอยู่ น่ิง   จะเท่ากับอัตราการเปลี่ยนแปลงของเวกเตอร์ A


  สังเกตโดยผู้สังเกตท่ี

หมนุ(หรืออัตราการเปลี่ยนแปลงของขนาดของ A


 เม่ือถือว่า ji ˆ,ˆ   และ k̂   คงท่ี  )  บวกกับ A


  

 (นกัศึกษาควรจ าทั้งรูปของสมการ ก.7 และค าบรรยาย  ส่วนการพิสูจน์ดูใหเ้ขา้ใจสักคร้ังก็พอ) 

ภาคผนวก ข. 

สมการการเคล่ือนที่ของออยเลอร์ 

( Euler’s  equations  of motion  หรือ Euler’s  rotation equations) 

นกัศึกษาท่ีไม่เรียนหลกัสูตร วท.บ ฟิสิกส์ หรือวศิวกรรมศาสตร์  สามารถขา้มภาคผนวก ข.น้ีได ้ 

สมการการเคล่ือนท่ีของออยเลอร์ถือไดว้า่เป็นสมการหลกัท่ีใชแ้กปั้ญหาการหมุนทั้งทางฟิสิกส์และ

วศิวกรรมศาสตร์  แมส้มการน้ีจะเกินขอบเขตการศึกษาของนกัศึกษาครู  แต่แนวทางท่ีเราใชห้า

สมการ  I  สามารถหาสมการการเคล่ือนท่ีของออยเลอร์ไดไ้ม่ยาก  ดงัจะเห็นในภาคผนวก ข. น้ี 

 จากหวัขอ้ 1.3.3.2  เราไดว้า่ส าหรับแกน zyx   ใดๆท่ีติดไปกบัวตัถุท่ีหมุนดว้ยความเร็วเชิงมุม    

ความเร็วเชิงมุมอา้งอิงเทียบกบัจุดก าเนิดของแกน zyx   น้ี  สามารถเขียนในรูปเมตริกซ์ไดด้งัสมการ 1.3.7  

คือ 
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xzxyxx

III

III

III







     (1.3.7) 

โดย ,xxI ,  yyI  และ  zzI  เรียกวา่ moments of inertia      

yxxy II     ,  zxzx II     ,  และ zyzy II        เรียกวา่ products  of inertia      

จะเห็นวา่มนัดูรุงรัง  ตวัอยา่งเช่นเม่ือเราคูณเมตริกซ์ออกมาแลว้ดูองคป์ระกอบของโมเมนตมัเชิงมุม

ในแนวแกน x    จะได ้  zxzyxyxxxx IIIL     ถา้ดู yL และ  zL ก็จะคลา้ยกนั   แกน zyx  น้ีจึง

ไม่เหมาะในการใชง้าน  ในทางปฏิบติัเราจะใชแ้กนท่ี products of inertia ทั้งหกพจน์มีค่าเป็นศูนย ์ แกนท่ีมี
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สมบติัเช่นน้ีเรียกวา่ “แกนหลกั”  นอกจากน้ีแลว้แกนหลกัยงัมีสมบติัเฉพาะหลายอยา่งแต่ในท่ีน้ีเราจะไม่

กล่าวถึงสมบติัเหล่าน้ี 

1.แกนหลกัของวตัถุแข็งเกร็ง (Principal Axes  of a Rigid Body) 

 แกนหลกัของวตัถุแขง็เกร็งคือแกน xyz  ท่ี products of inertia ทั้งหกพจน์มีค่าเป็นศูนย ์ มีแต่ 

moments of inertia    การหาแกนหลกัของวตัถุนั้นในเชิงทฤษฎีถา้เราตรึงจุดก าเนิดของพิกดั  xyz  ใหติ้ดกบั

วตัถุท่ีต าแหน่งใดก็ได ้  จากนั้นก็เอียงแกนไปมาพร้อมกบัหมุนแกนทางโนน้ทางน้ีโดยใหจุ้ดก าเนิดตรึงอยูท่ี่

เดิม   จะพบวา่เม่ือแกนวางตวัในลกัษณะท่ีพอเหมาะจะท าให ้products of inertia ทั้งหกพจน์มีค่าเป็นศูนย ์ 

เหลือแต่ moments of inertia   แต่ในทางปฏิบติัเรามกัหาแกนหลกัจากสมมาตรของรูปร่างวตัถุ  ถา้วตัถุมี

สมมาตรเราจะเลือกให้ระนาบอยา่งนอ้ยสองระนาบ(จากสามระนาบ)ของแกนแบ่งวตัถุใหส้มมาตร   

ตวัอยา่งเช่นถา้ใหร้ะนาบ xy  แบ่งวตัถุออกเป็น 2 ส่วนเท่าๆกนั  อินทิกรัลท่ีมี z อยูซ่ึ่งประกอบดว้ย 

zxzx II , , zyzy II , จะเป็นศูนยท์ั้งหมด   และถา้ใหร้ะนาบ xz  แบ่งวตัถุออกเป็น 2 ส่วนเท่าๆกนั  อินทิกรัลท่ี

มี y อยูซ่ึ่งประกอบดว้ย yxyx II , , zyzy II , จะเป็นศูนยท์ั้งหมด    ดงันั้น products of inertia ทั้งหกพจน์มีค่า

เป็นศูนย ์  

เรานิยมใชเ้ลข 1, 2 และ3  เพื่อบ่งบอกวา่เป็นแกนหลกั   ดงันั้นเม่ือใชแ้กนหลกัความสัมพนัธ์ใน

สมการ 1.3.7 จะเป็น 
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    (ข.1)** 

หรืออาจเขียนเป็น  

333222111
ˆˆˆ eIeIeIL  


       (ข.2) 

 เม่ือ 1ê , 2ê   และ 3ê   คือเวกเตอร์หน่วยของแกน 1 , 2 และ 3  ตามล าดบั และ   1 , 2   และ 3   

คือองคป์ระกอบของความเร็วเชิงมุม   ในแนว  1 , 2 และ 3  ตามล าดบั 

2. การหาสมการการเคล่ือนที่ของออยเลอร์  
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 จากหวัขอ้ 2.1 เรารู้วา่  
td

Ld



    มีเง่ือนไขคือ1.จุดอา้งอิงตอ้งไม่มีความเร่ง หรือ2.มีความเร่งก็ได้

ถา้เป็นศูนยก์ลางมวล  หรือ3.ไม่ใช่ศูนยก์ลางมวลก็ไดถ้า้มีความเร่งพุง่เขา้หรือออกผา่นศูนยก์ลางมวล   

นอกจากน้ีอตัราการเปล่ียนแปลงของโมเมนตมัเชิงมุม 
td

Ld


 ตอ้งอา้งอิงกบักรอบอา้งอิงเฉ่ือย 

 ดงันั้นเราจะเลือกจุดก าเนิดของแกน 123 ซ่ึงเป็นแกนหลกัใหส้อดคลอ้งกบัเง่ือนไขทั้งสามขอ้  

เพื่อท่ีจะใชส้มการ
td

Ld



 ได ้  แกนน้ีเป็นแกนท่ีติดไปกบัวตัถุเพื่อให ้ moments of inertia ไม่เปล่ียนแปลง

กบัเวลาเม่ือวตัถุหมุน  และเพื่อใหอ้ตัราการเปล่ียนแปลงของโมเมนตมัเชิงมุมอา้งอิงกบักรอบอา้งอิงเฉ่ือย เรา

จะใชส้มการ (ก7) ในภาคผนวก ก. คือ 

     
fixed

td

Ld










=  
rot

td

Ld










L


      (ข.3) 

 จากสมการ (ข.2) โมเมนตมัเชิงมุมเขียนไดเ้ป็น 333222111
ˆˆˆ eIeIeIL  


  ดงันั้น 

rot
td

Ld










  333222111
ˆˆˆ eIeIeI      ส่วนพจน์ L


  เม่ือเขียนเป็นองคป์ระกอบในแนว 1,2,3 

คือ  )ˆˆˆ( 332211 eee  )ˆˆˆ( 333222111 eIeIeI    หลงัจากท่ี cross แลว้จดัพจน์  สมการ(ข.3) 

จะเป็นดงัน้ี  

fixed
td

Ld










1322311
ˆ})({ eIII   

2313122
ˆ})({ eIII       

 3211233
ˆ})({ eIII     

 แต่   













fixed
td

Ld   ดงันั้นเม่ือดูในแต่ละองคป์ระกอบจึงเขียนไดว้า่ 

 














2112333

3131222

3223111
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III
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     (ข.4)** 

สมการข.4 เรียกวา่สมการการเคล่ือนท่ีของออยเลอร์  เป็นสมการท่ีบรรยายการหมุนของวตัถุแขง็

เกร็ง  แมไ้ม่ใช่การหมุนในระนาบสมการน้ีก็ใชไ้ด ้ สมการน้ีเป็นสมการท่ีใชแ้กนท่ีเรียกวา่แกนหลกั             

( principal axes)   ซ่ึงติดไปกบัวตัถุ  เน่ืองจากสมการน้ีไดม้าจากสมการ 
td

Ld



   จึงตอ้งมีเง่ือนไขของ
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จุดอา้งอิง(จุดก าเนิด)ทั้งสามขอ้ตามมาดว้ย  แต่เรานิยมเลือกเง่ือนไขเพียง 2 ขอ้แรกคือ 1.เป็นจุดตรึง  หรือ 2. 

เป็นจุดศูนยก์ลางมวล   

ภาคผนวก ค. 

โมเมนตัมเชิงมุมของวตัถุแข็งเกร็งทีห่มุนในระนาบ  อ้างอิงกบัจุดตรึงทีอ่ยู่ภายนอกวตัถุ 

เพื่อความสะดวกจะพิจารณาวตัถุแขง็เกร็งเป็นระบบอนุภาคท่ีระยะห่างระหวา่งอนุภาคคงท่ี   รูป ค.

1 เป็นระบบอนุภาคแต่เพื่อความชดัเจนเราจึงเขียนอนุภาคเพียงแค่ตวัเดียว  คือตวัท่ี    

ให ้O   เป็นจุดก าเนิดท่ีอยูน่ิ่ง (จุดตรึง) 

พิจารณาอนุภาคตวัท่ี   ซ่ึงมีมวล m   

 

  r
   เป็นเวกเตอร์ต าแหน่งของมวลตวัท่ี   

CMr
   เป็นเวกเตอร์ต าแหน่งของจุดศูนยก์ลางมวลของระบบอา้งอิงกบัจุด O  ท่ีอยูน่ิ่ง 

r 
  เป็นเวกเตอร์ต าแหน่งของอนุภาคตวัท่ี   อา้งอิงกบัจุดศูนยก์ลางมวลของระบบอนุภาคน้ี 

จากรูป          rrr CM

       หาอนุพนัธ์เทียบกบัเวลา  จะได ้     vvv CM


        

โมเมนตมัเชิงมุมของอนุภาคตวัท่ี    อา้งอิงเทียบกบัจุด O   vmr


           

 )()(  vvmrr CMCM



)(  vrvrvrvrm CMCMCMCM

  

CMr


 

r


 

CM  

O  

 

m  

รูป ค. 1 

'

r
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ดงันั้น  โมเมนตมัเชิงมุมของระบบอนุภาค อา้งอิงกบัจุด O  ซ่ึงเป็นจุดตรึง 
)( 



 vrvrvrvrmL CMCMCMCMfixed



 

CMCM vrm





 



 vrm CM

  CMvrm


 



 



 vrm 
  

CMCM vMr


 }{ 



vmrCM
 
  CMvrm


  }{ 



 



 vrm 
   (ค.1) 

เม่ือ 


mM   คือมวลทั้งหมดของระบบอนุภาค 

จากสมการ 4 และสมการ 5 (ก่อนจะข้ึนหวัขอ้1 ) 0 



 rm
  และ 0 



vm
   

ดงันั้น สมการ (ค.1) จะเหลือเพียง CMCMfixed vMrL


  



 vrm 
   (ค.2)** 

 จะเห็นวา่โมเมนตมัเชิงมุมประกอบดว้ยสองส่วน  ส่วนท่ีหน่ึงคือ CMCM vMr


   นั้นเป็นโมเมนตมั

เชิงมุมท่ีคิดไดค้ลา้ยกบัวา่มวลทั้งหมดไปอดัท่ีจุดศูนยก์ลางมวล   ส่วนท่ีสองคือ 



 vrm 
   เป็น

โมเมนตมัเชิงมุมอา้งอิงกบัจุดศูนยก์ลางมวล 

 ในกรณีการหมุนในระนาบอยา่งง่ายท่ีเราสนใจ (คือ 0 yzxz II )  จะไดว้า่ 



 vrm 
   =  




CMI       ดงันั้น สมการ (ค.2) จะเป็น 

  CMCMfixed vMrL


  


CMI   (จุดอา้งอิงตรึง)  (ค.3) 

หรืออาจเขียนเป็น nipsbitrofixed LLL


       (ค.4)** 

เม่ือ CMCMorbit vMrL


 เป็นโมเมนตมัเชิงมุมเน่ืองจากวงโคจร    ส่วน 


CMspin IL   เป็น 

โมเมนตมัเชิงมุมเน่ืองจากการหมุนรอบตวัเองรอบแกนท่ีผา่นจุดศูนยก์ลางมวล     

(นกัศึกษาควรจ าในรูปของสมการ ค.4  เพราะมนัลืมยาก) 

 เน่ืองจากเป็นจุดตรึง  เราจึงใชส้มการ 
td

Ld



   ได ้ จึงเป็นวธีิแกปั้ญหาการหมุนอีกวธีิหน่ึง (ดู

ตวัอยา่งในหวัขอ้ 5) แต่ในระดบัมธัยมปลายหรือฟิสิกส์ทัว่ไป1 มกัไม่กล่าวถึงวธีิน้ี   
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ภาคผนวก ง. 

การใส่เคร่ืองหมายบวกและลบของแรงและทอร์กในการเขียนกฎการเคล่ือนทีข้่อทีส่องเม่ือใช้พกิดั

ช่วยในการค านวณ  

เราจะเร่ิมจากการพิจารณากฎการเคล่ือนท่ีขอ้ท่ีสองแบบเล่ือนท่ีกนัก่อน   กฎการเคล่ือนท่ีขอ้ท่ีสอง 

เม่ือเขียนโดยใชเ้วกเตอร์  คือ MCext amF


   การเขียนแบบน้ีเป็นการเขียนในเชิงบรรยาย   เม่ือเราจะท า

การลงมือค านวณนั้นอาจแบ่งวธีิการเขียนกฎการเคล่ือนท่ีขอ้ท่ีสองออกไดเ้ป็น 2 วธีิ  แมว้า่วธีิทั้งสองจะมี

พื้นฐานเดียวกนัแต่การแบ่งน่าจะท าใหน้กัศึกษาเขา้ใจดีข้ึน 

วธีิแรกเป็นการค านวณระดบัมธัยมปลายหรือฟิสิกส์ทัว่ไป 1  เราเขียนความเร่งเป็น a  โดยไม่เขียน 

เป็นอนุพนัธ์ของพิกดัเทียบกบัเวลา  จากนั้นก็ดูในแนวท่ีเหมาะสมเช่นแนวด่ิง หรือแนวระดบั หรือแนวตาม

พื้นเอียง เป็นตน้ ก าหนดทิศท่ีเป็นบวกซ่ึงจะเป็นทิศใดก็ได ้   ( แต่นิยมก าหนดทิศท่ีเป็นบวกตามทิศของ

ความเร่งหรือองคป์ระกอบของความเร่ง) แลว้เขียนเคร่ืองหมายของแรงใหส้อดคลอ้งกบัทิศ  ตวัอยา่งเช่นดู

ในแนวของพื้นเอียง   ถา้ก าหนดใหทิ้ศลงตามพื้นเอียงเป็นบวก แรงท่ีมีทิศช้ีลงตามพื้นเอียงก็จะมีเคร่ืองหมาย

บวก  แรงท่ีมีทิศช้ีข้ึนตามพื้นเอียงก็จะมีเคร่ืองหมายลบ  เป็นตน้   วธีิน้ีมกัใชก้บัปัญหาง่ายๆ 

วธีิท่ีสองคือใชพ้ิกดัในการช่วยค านวณซ่ึงมกัใชใ้นปัญหาท่ีซบัซอ้น เราเขียนความเร่งเป็น 

อนุพนัธ์ของพิกดัเทียบกบัเวลา (มกัเป็นอนุพนัธ์อนัดบัสอง) ทิศท่ีเป็นบวกจะถูกก าหนดตามทิศของเวกเตอร์

หน่วยของพิกดัซ่ึงก าหนดจากทิศท่ีพิกดัเพิ่มข้ึน  เคร่ืองหมายของแรงจะถูกเขียนใหส้อดคลอ้งกบัทิศท่ีเป็น

บวก  เช่นถา้แรงมีทิศเดียวกบัทิศท่ีเป็นบวกเคร่ืองหมายก็เป็นบวก  ถา้สวนทิศก็มีเคร่ืองหมายเป็นลบ   กฎ

การเคล่ือนท่ีขอ้ท่ีสองท่ีเขียนน้ีบางทีเรียกวา่สมการการเคล่ือนท่ี   การเขียนสมการการเคล่ือนท่ีไม่จ  าเป็นตอ้ง

เขียนจากกฎการเคล่ือนท่ีขอ้ท่ีสองแต่เพียงอยา่งเดียว  ในวชิากลศาสตร์ท่ีสูงข้ึนอาจเขียนจากสมการของ 

Lagrange หรืออาจเขียนจากสมการของ Hamilton  หรืออ่ืนๆ  สมการน้ีเป็นสมการเชิงอนุพนัธ์ของพิกดั

เทียบกบัเวลา   ในบางปัญหาเราก็หยดุอยูเ่พียงแค่การเขียนสมการการเคล่ือนท่ี  แต่ในบางปัญหาก็ตอ้งแก้

สมการการเคล่ือนท่ีโดยใชเ้ง่ือนไขเร่ิมตน้ท่ีโจทยก์ าหนด   เคร่ืองหมายของสมการการเคล่ือนท่ีอาจแตกต่าง

กนัถา้เราใชทิ้ศท่ีเป็นบวกของพิกดัต่างกนั  แต่เม่ือแกส้มการโดยใชเ้ง่ือนไขเร่ิมตน้แลว้   ค  าตอบจะให้

ความหมายทางฟิสิกส์เหมือนกนั 
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 เพื่อความเขา้ใจจะใชต้วัอยา่งง่ายๆ  คือตวัอยา่งท่ี ง.1 กบั ง.2   

ตัวอย่างที ่ง1. ขวา้งกอ้นหินมวล m ข้ึน(หรือลง)ในแนวด่ิงจากหนา้ผา  จงเขียนกฎการเคล่ือนท่ีขอ้ท่ีสองโดย

ใชพ้ิกดั y   ท่ีมีจุดก าเนิดท่ีหนา้ผา   เม่ือก าหนดให ้ก) y   ท่ีเพิ่มข้ึนมีทิศช้ีข้ึน   ข) y   ท่ีเพิ่มข้ึนมีทิศช้ีลง 

วธีิท า   ความเร่งในรูปทัว่ไปคือ jy ˆ   และไม่วา่กอ้นหินจะอยูท่ี่ต  าแหน่งใด  เคล่ือนท่ีข้ึนหรือลง   เร็วข้ึน

หรือชา้ลง  แรงท่ีท าต่อกอ้นหินคือแรงดึงดูดของโลกขนาดเป็น gm ทิศช้ีลง 

 

 

 ก)  y  ท่ีเพิ่มข้ึนมีทิศช้ีข้ึน เวกเตอร์หน่วย ĵ   มีทิศช้ีข้ึน  ดงัรูป ต.ย.ง.1ก. เรามกักล่าวอีกอยา่งวา่ใหทิ้ศช้ีข้ึน

เป็นบวก 

จะได ้  jymjgm ˆˆ   

เรามกัเขียนโดยละเวกเตอร์หน่วย  เป็น ymgm       (ง.1.1) 

ข) y  ท่ีเพิ่มข้ึนมีทิศช้ีลง  เวกเตอร์หน่วย ĵ   มีทิศช้ีลง  ดงัรูป ต.ย.ง.1ข. เรามกักล่าวอีกอยา่งวา่ใหทิ้ศลงเป็น

บวก 

จะได ้  jymjgm ˆˆ   

เรามกัเขียนโดยละเวกเตอร์หน่วย  เป็น ymgm        (ง.1.2) 

O  

O  

y  

y  รูป ต.ย.ง.1 ก. 
ข. 
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สมการ(ง.1.1) และ(ง.1.2) คือสมการการเคล่ือนท่ีของกอ้นหิน   

จะเห็นวา่ สมการการเคล่ือนท่ี(ง.1.1) และ(ง.1.2) คลา้ยกนัแต่ไม่เหมือนกนั(แต่เทียบเท่ากนั)  

บางคร้ังเราก็หยดุเพียงแค่น้ี   คือหยดุเพียงแค่การเขียนสมการ   แต่บางคร้ังเราก็ท าต่อในขั้นตอนการแก้

สมการ  เพื่อใหน้กัศึกษามองภาพออกจะใชต้วัอยา่งท่ี ง.2 เพื่อใหเ้ห็นวธีิการแกส้มการ   โดยเป็นวธีิการแก้

สมการดว้ยวธีิอยา่งง่ายคือแกด้ว้ยการอินทิเกรตโดยตรง   ในหลายๆปัญหาอาจใชว้ธีิน้ีไม่ไดเ้พราะอินทิเกรต

ไม่ออก  ก็ตอ้งใชว้ธีิอ่ืนในการแกส้มการ ตวัอยา่งเช่นใชว้ิธีการแกส้มการเชิงอนุพนัธ์  เป็นตน้ 

ตัวอย่างที ่ง2. จงใชพ้ิกดัในขอ้ ก) และ ข) ในตวัอยา่งท่ี ง.1 เพื่อแสดงวา่ถา้ขวา้งกอ้นหินมวล m ข้ึนใน

แนวด่ิงจากหนา้ผาดว้ยอตัราเร็วตน้ 5  เมตร/วนิาที  เม่ือเวลาผา่นไป 1 วนิาที ก) กอ้นหินอยูท่ี่ใด   ข) ก าลงั

เคล่ือนท่ีข้ึนหรือลงดว้ยอตัราเร็วเท่าใด  ค)ก าลงัเคล่ือนท่ีเร็วข้ึนหรือชา้ลง 

วธีิท า  1. เม่ือเลือกทิศช้ีข้ึนเป็นบวก 

tdgydg
td

yd
gy  


  

อินทิเกรตทั้งสองขา้ง 1Ctgy   

ท่ี smCsmyt /5/50 1    

5 tg
td

yd
y  

ท่ี smyt /8.45)1(8.91    

เม่ือเทียบกบัพิกดัช้ีข้ึนเป็นบวก  ความเร็วเป็นลบคือก าลงัเคล่ือนท่ีลง  โดยลงดว้ยอตัราเร็ว 4.8 เมตร/วนิาที  

ค  าตอบขอ้ ข. 

ความเร่งของกอ้นหินคือ 2/8.9 sm   ทิศของความเร็วและความเร่งอยูใ่นทิศเดียวกนั(เคร่ืองหมาย

เหมือนกนั) ดงันั้นกอ้นหินก าลงัเคล่ือนท่ีเร็วข้ึน     ค าตอบขอ้ ค. 

tdtgydtg
td

yd
y )5(5   
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อินทิเกรตทั้งสองขา้ง  2

2 5
2

1
Cttgy   

ท่ี 000 2  Cyt  

ttgy 5
2

1 2      

ท่ี myt 1.0)1(5)1)(8.9(
2

1
1 2   

เม่ือเทียบกบัพิกดัช้ีข้ึนเป็นบวก   y  ท่ีเป็นบวกคืออยูเ่หนือหนา้ผา  เป็นระยะทาง 0.1 เมตร     ค  าตอบขอ้ก. 

 2.เม่ือเลือกทิศช้ีลงเป็นบวก 

tdgydg
td

yd
gy  


  

อินทิเกรตทั้งสองขา้ง 3Ctgy   

ท่ี smCsmyt /5/50 3    

5 tg
td

yd
y  

ท่ี smyt /8.45)1(8.91    

เม่ือเทียบกบัพิกดัช้ีลงเป็นบวก  ความเร็วเป็นบวกคือก าลงัเคล่ือนท่ีลง  โดยลงดว้ยอตัราเร็ว 4.8 เมตร/วนิาที  

ค  าตอบขอ้ ข. 

ความเร่งของกอ้นหินคือ 2/8.9 sm   ทิศของความเร็วและความเร่งอยูใ่นทิศเดียวกนั(เคร่ืองหมาย

เหมือนกนั) ดงันั้นกอ้นหินก าลงัเคล่ือนท่ีเร็วข้ึน     ค าตอบขอ้ ค. 

tdtgydtg
td

yd
y )5(5   

อินทิเกรตทั้งสองขา้ง  4

2 5
2

1
Cttgy   

ท่ี 000 4  Cyt  
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ttgy 5
2

1 2      

ท่ี myt 1.0)1(5)1)(8.9(
2

1
1 2   

เม่ือเทียบกบัพิกดัช้ีลงเป็นบวก   y  ท่ีเป็นลบคืออยูเ่หนือหนา้ผา  เป็นระยะทาง 0.1 เมตร     ค  าตอบขอ้ก. 

นกัศึกษาจะเห็นวา่ไม่วา่เราจะเลือกพิกดัอยา่งไรฟิสิกส์(อยูเ่หนือหนา้ผาหรือต ่ากวา่หนา้ผาเป็นระยะ

เท่าใด  ก าลงัเคล่ือนท่ีข้ึนหรือลงดว้ยอตัราเร็วเท่าใด  ก าลงัเร็วข้ึนหรือชา้ลง)ยงัคงเหมือนเดิม   เพียงแต่เรา

จะตอ้งแปลความหมายของเคร่ืองหมายบวกลบใหส้อดคลอ้งกบัพิกดัท่ีเราใช ้  นกัศึกษาพึงสนใจความหมาย

ของความเร่งท่ีมีเคร่ืองหมายลบเป็นพิเศษ  ควรระลึกวา่ความเร่งท่ีติดลบไม่ไดแ้ปลวา่คือความหน่วง 

คราวน้ีมาดูกฎการเคล่ือนท่ีขอ้ท่ีสองในกรณีการหมุนในระนาบบา้ง   สมการเชิงบรรยาย 

คือ  I   ในการค านวณนั้นวธีิแรกส าหรับปัญหาง่ายๆระดบัมธัยมปลายหรือฟิสิกส์ทัว่ไป 1  เราเขียน

ความเร่งเชิงมุมเป็น   โดยไม่เขียนเป็นอนุพนัธ์ของพิกดัเทียบกบัเวลา  เรามกัดูวา่ทอร์กตามเขม็นาฬิกา(คือ

ทอร์กท่ีมีทิศท่ีพุง่เขา้ไปในกระดาษ)กบัทอร์กทวนเขม็นาฬิกา(คือทอร์กท่ีมีทิศท่ีพุง่ออกจากกระดาษ)อนั

ไหนมากกวา่กนั   อนัไหนมากกวา่ก็ใหอ้นันั้นเป็นบวกอีกอนัก็เป็นลบ  

วธีิท่ีสองเป็นวธีิท่ีเราเขียนรูปมุมท่ีวตัถุหมุน(เทียบกบัแนวอา้งอิงคงท่ี)  ความเร่งเชิงมุมคืออนุพนัธ์ 

อนัดบัสองของมุมเทียบกบัเวลา   เราสามารถพิจารณามุมท่ีวตัถุหมุนในระนาบเป็นเวกเตอร์ได(้ถา้ไม่ใช่การ

หมุนในระนาบ   มุมไม่ใช่เวกเตอร์  เพราะไม่ประพฤติตวัตามกฎการบวกแบบส่ีเหล่ียมดา้นขนาน ยกเวน้มุม

ท่ีเล็กมากจนยา่งเขา้สู่ศูนย)์  โดยขนาดของเวกเตอร์คือขนาดของมุม  ส่วนทิศ(ท่ีเป็นบวก)เราตกลงใหเ้ป็นไป

ตามกฎมือขวา   คือก ามือขวาใหน้ิ้วทั้งส่ีไปตามเม่ือมุมมากข้ึน   หวัแม่มือจะช้ีทิศท่ีเป็นบวก   ทิศท่ีเป็นบวก

จะเป็นไปได ้2 อยา่งเท่านั้น   คือพุง่ออกจากกระดาษเป็นบวก  หรือไม่ก็พุง่เขา้ไปในกระดาษเป็นบวก  ท่ีเป็น

เช่นน้ีเพราะในกรณีการหมุนในระนาบนั้นแนวท่ีตรงประเด็นในการบรรยายการหมุนคือแนวของความเร็ว

เชิงมุม(ท่ีผา่นมาเราใชแ้กน z )  เม่ือเขียนรูปฉายของวตัถุแนวน้ีจะตั้งฉากกบัระนาบของกระดาษ  เม่ือรู้ทิศท่ี

เป็นบวกจากกฎมือขวาแลว้เคร่ืองหมายบวกหรือลบของทอร์กเราก็ใส่ใหส้อดคลอ้งกบัทิศ   

 ตวัอยา่งท่ี ง.3 เป็นตวัอยา่งของการเขียนกฎการเคล่ือนท่ีขอ้ท่ีสองแบบหมุนในระนาบเม่ือเขียนรูป

มุมท่ีหมุน 
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ตัวอย่างที ่ง3. ลูกตุม้นาฬิกามวล m    หอ้ยดว้ยเชือกยาว L  กบัเพดาน  ลูกตุม้แกวง่ในระนาบด่ิง    จงเขียน

กฎการเคล่ือนท่ีขอ้ท่ีสองแบบหมุน (สมการการเคล่ือนท่ี) ของลูกตุม้น้ี  

วธีิท า   มองทั้งลูกตุม้และเชือกรวมกนัเป็นวตัถุ  เส้นเชือกก็คือเส้นตรงบนวตัถุ     

ก)ให ้   เป็นมุมท่ีเชือกท ากบัแนวด่ิงดงัรูป  1  ดงัรูป ต.ย.ง.3ก แนวด่ิงในท่ีน้ีคือแนวอา้งอิงคงท่ี(อยูน่อก

วตัถุ)  เม่ือมุม     มากข้ึน การหมุนของวตัถุเป็นการหมุนทวนเขม็นาฬิกา  เม่ือก ามือขวาใหน้ิ้วทั้งส่ีไปตาม

การหมุน  หวัแม่มือจะช้ีทิศพุง่ออกจากกระดาษ  นัน่คือทิศท่ีเป็นบวกคือทิศพุง่ออกจากกระดาษ   

 

  ทอร์กของ gm   เทียบกบัจุด O    มีขนาด sinLgm   ทิศพุง่เขา้ไปในกระดาษ 

ดงันั้น      2sin LmILgm    (ง.3.1) ตอบ   

ข)ให ้  เป็นมุมท่ีเชือกท ากบัแนวระดบัดงัรูป ต.ย.ง.3ข  แนวระดบัในท่ีน้ีคือแนวอา้งอิงคงท่ี(อยูน่อกวตัถุ)  

เม่ือมุม     มากข้ึน การหมุนของวตัถุเป็นการหมุนตามเขม็นาฬิกา  เม่ือก ามือขวาให้น้ิวทั้งส่ีไปตามการหมุน  

หวัแม่มือจะช้ีทิศพุง่เขา้ไปในกระดาษ  นัน่คือทิศท่ีเป็นบวกคือทิศพุง่เขา้ไปในจากกระดาษ   

O  

m  

  

รูป ต.ย.ง 3 ก. 
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 ทอร์กของ gm   เทียบกบัจุด O    มีขนาด cosLgm   ทิศพุง่เขา้ไปในกระดาษ 

ดงันั้น   2cos LmILgm    (ง.3.2)  ตอบ 

 สมการ(ง.3.1) และ (ง.3.2) คือสมการการเคล่ือนท่ีของลูกตุม้   เราจะหยดุเพียงแค่ขั้นตอนของการ

เขียนสมการ   โดยไม่ท าการแกส้มการ 

จะเห็นวา่(ง.3.1) และ(ง.3.2)เป็นสมการเดียวกนั  เพราะ    sincos900  

เม่ือแทนลงในสมการ(ง.3.2) จะไดส้มการ(ง.3.1)  

หมายเหตุ   การเขียนสมการการเคล่ือนท่ีของการหมุนในระนาบโดยใชห้ลกัการดงัในตวัอยา่งท่ี ง.3 น้ี  

ผูเ้ขียนไม่แน่ใจวา่เป็นหลกัการทัว่ไปหรือไม่   แต่ผูเ้ขียนใชก้ารมองแบบน้ีในการเขียนสมการ  คนอ่ืนอาจใช้

การมองแบบอ่ืนในการเขียนสมการ   

O  

m  

  

รูป ต.ย.ง 3 ข. 
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